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CALCUL DES STRUCTURES

1.1 Membranes et coques

Portons sur la normale Az en un point A d'une surface X, et de
part et d’autre de cette surface, deux longueurs égales
AA, = AA, = 1/2 h, petites devant les dimensions et les rayons de
courbure principaux de la surface X. Lorsque A décrit la surface X,
A, et A, décrivent deux surfaces X, et X, paralléles a X. Le solide
engendré par le segment A;A, est un voile mince de surface
moyenne X et d’épaisseur h.

Un voile mince est géométriquement défini par sa surface
moyenne X, par son épaisseur h et par les conditions d’appui sur
le contour de la surface moyenne ou bord du voile (bord encastré,
bord articulé, bord libre, etc.).

Les forces appliquées a un voile mince sont des forces de volume
(poids propre), des forces de surface (neige, vent, pression d’un
liquide, etc.) et des forces de ligne (réactions des appuis distribuées
le long des bords du voile).

Considérons un élément dX de la surface moyenne, et soit dV
I’élément du voile engendré par AA, lorsque A décrit dX. Les élé-
ments de réduction, au centre de gravité de dZ, des forces appliquées

N
a I’élément dV comprennent une résultante générale F dX et un

N
moment résultant T dX. Le principe de Saint-Venant (article Théorie
de |’élasticité [A 305]) nous apprend que les contraintes et les
déformations, en un point du voile éloigné de I'élément dV, sous

I'effet des forces appliquées a I'élément dV, ne dépendent que

— -
de F dX et de T dX. Il est donc légitime, pour calculer un voile
mince, de remplacer les forces extérieures réellement appliquées au

— —
voile par la densité de force F et par la densité de couple T . En
outre, I'épaisseur du voile étant petite, il est possible de supposer
—

I' négligeable.

Considérons (figure 1) un repére orthonormé Axyz; les axes Ax
et Ay sont dans le plan tangenten A a X, et I'axe Az est normal a X.
Relativement aux axes Axyz, les composantes du tenseur contrainte
sont :

G, T3 T,

T3 Oy Ty

T, T, Oj

Figure 1 - Composantes du tenseur contrainte
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Les seules forces agissant sur le voile étant, par hypothése,
appliquées a la surface moyenne, la composante o3 est nulle sur les
surfaces X, et £, qui limitent le voile. Nous admettrons, le voile étant
mince, que la composante 63 est toujours négligeable.

Lorsque les composantes non nulles 64, 05, t1, Ty, T3 du tenseur
contrainte dépendent de z, les sections du voile normales a la sur-
face moyenne transmettent des efforts normaux, des efforts de
cisaillement, des efforts tranchants, des moments fléchissants et
des moments de torsion ; dans ce cas, le voile est un voile mince
fléchi, ou coque.

Lorsque les composantes non nulles du tenseur contrainte ne
dépendent pas de z, donc sont uniformément distribuées sur I'épais-
seur du voile, seules les composantes 64, 6, et 13 sont différentes
de zéro, puisque les composantes 11, T, et 63, nulles pourz=+ 1/2 h,
sont identiquement nulles ; dans ce cas, le voile est un voile mince
sans flexion, ou membrane.

1.2 Etat de contrainte
d’un voile mince fléchi (coque)

1.2.1 Etat de contrainte
en coordonnées curvilignes orthogonales

Définissons sur la surface moyenne X un systéme de coordonnées
curvilignes orthogonales (uq, u,). En un point A de X passent deux
lignes coordonnées (C4) et (C,) dont les courbures normales en A
sont 1/ry et 1/r,. Le repére orthonormé Axyz est constitué par les
tangentes Ax et Ay aux lignes (C,) et (C,) et par la normale Aza X
(figure 1).

Considérons (figure 2) d’abord une section a; by ¢4 d; du voile
normale en A a (C4) et correspondant & une longueur d’arc ds,
de (C,). Les forces élastiques qui s’exercent sur cette section ont une
résultante générale de composantes (- Nq ds,, — Nq15 dsy, Qq dss,)
et un moment résultant de composantes (- M, ds,, M4 ds,, 0)
suivant Ax, Ay et Az. En tenant compte de ce que I'élément d’aire
de la section compris entre zet z+ dz a pour valeur (1 +z/r,) dz ds,,

nous trouvons :
1/2h
z
N, j (o (‘I+—) dz
—-1/2h ry
1/2h
N. :j T (1+—z—>dz
12 VP I ry
1/2h
—f T, <1+i>dz (1)
-1/2h ry
1/2h
M1:_f 01z<1+—z—)dz
- 1/2h ry

1/2h
z
My, = —f 132(1+—)dz
~1/2h ry

S
I

Figure 2 - Section de voile normale a (C,)
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Puis, si nous considérons une section du voile normale en Aa (C,)
et correspondant a une longueur d’arc ds; de (C,), les forces
élastiques qui s’exercent sur cette section ont une résultante géné-
rale de composantes (- Noq ds;, — N, dsy, Q, dsq) et un moment
résultant de composantes (- My ds;, Myq dsq, 0) suivant Ax, Ay
et Az, et nous trouvons :

1/2h
N =j c (‘I+i> dz
2 _12n 2 r
1/2h
N =j T ( )dz
z “2n B

1/2h
Q, :—j I1<1+i>dz (2)
-1/2h rq
1/2h
M., = 71 o z<1 +—z—> dz
2 “12n 2 rn
1/2h
M,, = —f T 2(1 +-£) dz
z “12n B rn

Les efforts normaux N, et N, sont positifs lorsqu’ils ont pour
effet de tendre le voile ; les moments fléchissants M, et M, sont
positifs lorsqu’ils ont pour effet de comprimer la face supérieure
z=1/2 h.

L'état de contrainte est défini en chaque point de la surface
moyenne par :

— le tenseur tension qui a pour composantes les tensions
normales N, et Ny, et les tensions de cisaillement N5 et Ny ; ce
tenseur est représenté par la matrice :

Ny Ny
Niz Ny

— le vecteur effort tranchant de composantes Q4 et Q,, repré-
senté par la matrice colonne :

Q
Q,

Q=

— le tenseur flexion qui a pour composantes les moments
fléchissants M4 et M,, et les moments de torsion My, et My ; ce
tenseur est représenté par la matrice :

M1 M21
M12 MZ

Ny, Nqip, Qq, My et M4, sont les efforts internes par unité de
longueur transmis par une section du voile normale en A a (Cq) ;
Ny, Nyi, Qy, M, et Myq sont les efforts internes par unité de lon-
gueur transmis par une section du voile normale a (C,) (figure 3).

CALCUL DES STRUCTURES

Il est remarquable que I'on ait N1y # Nyq et My, # My .
Cependant, lorsque 13 ne dépend pas de z,ona N1, = Ny, et, dans
le cas d'un voile sphérique (ry = rp),ona Ny = Nyjet My, = Myq.
En fait, puisque zest trés petit devant rq et ro, N, difféere trés peu
de Ny, et M4, différe trées peu de My, . Il est pourtant indis-
pensable de tenir compte de ces différences insignifiantes dans
I"étude des voiles minces fléchis. En effet, nous avons six
équations d’équilibre (article Déformations et contraintes dans
un milieu continu [A 303]), et la loi de comportement du matériau
permet d’exprimer les quatre composantes du tenseur tension et
les quatre composantes du tenseur flexion en fonction des
composantes (u, v, w) du déplacement du point A suivant le
repére mobile Axyz. Au total, nous obtenons quatorze équations
pour treize inconnues (dix composantes définissant I’état de
contrainte et trois composantes de déplacement). Mais il se
trouve que I'équation d’équilibre des moments autour de la
normale est une conséquence des autres, de sorte que nous
avons en réalité treize équations pour treize inconnues. Si nous
avions admis N, = Nyq et M4, = My, nous aurions obtenu
douze équations dont aucune n’est la conséquence des autres,
pour déterminer onze inconnues.

1.2.2 Changement de coordonnées
curvilignes orthogonales

1.2.2.1 Transformation du tenseur tension

Considérons (figure 4) une section BC du voile, dont la normale
fait I'angle 6 avec Ax. En écrivant I’'équilibre des forces appliquées
au triangle infiniment petit ABC, nous trouvons que la section BC
transmet par unité de longueur un effort normal N (6) et un effort
de cisaillement T (0) :

N(0) = N;cos26+ stin29+(N12+N21)sinecose} 3)
T(8) = (N,— N;) sin 6 cos 6 + N;, cos? 0 - N,, sin26

@) @

N
/%A N;, \
@ forces

@)
@)

=

M.‘

@ couples

Figure 3 - Efforts internes transmis par des sections
de voile normales a (C4) et a (C5)

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales

A 320-3



CALCUL DES STRUCTURES

y
¢
W
AMIFONG
? 8
AxT # ®
N

Figure 4 - Forces transmises par une section BC
en coordonnées curvilignes orthogonales

Il en résulte que N (0) varie entre un maximum et un minimum
correspondant a deux sections principales dont I'angle 6 est défini
par:

aa—,(;l:(N12+N21)cosze—(N1—N2)sin29 =0
soit par:
Nip + Ny,
O NIW,

Les sections principales sont donc orthogonales.

Il existe également deux sections qui ne transmettent pas d’effort
de cisaillement ; elles sont définies par T(6) =0, soit :

(Nq2 + Npq) cos 20 — (N1 — N,) sin 20 + (Nq5 - Nyq) =0

et, puisque N, différe trés peu de N,q, ces deux sections, qui ne
sont pas orthogonales, sont trés voisines des sections principales.

Choisissons un nouveau systéme de coordonnées curvilignes
orthogonales dont le repére Ax’y’z se déduit du repére Axyz par
une rotation d’angle 6 autour de la normale Az a la surface moyenne,
et soit S la matrice orthogonale (St=S-1):

S = cosO -sin®d
sin® cos6

Il résulte des formules (3) que la matrice N’ du tenseur tension
relativement aux axes Ax’y’z a pour expression :

N’ = St'NS
N est donc bien la matrice d'un tenseur dont les invariants sont :
Ny + Ny, NjNz-NizNy, Nipg—Noy

1.2.2.2 Transformation du tenseur flexion

L'équilibre des couples appliqués au triangle ABC (figure 5) permet
de calculer le moment fléchissant M (6) et le couple de torsion C (6)
transmis par unité de longueur par la section BC dont la normale
fait I'angle 6 avec Ax:

M(®) = M, cos26+ M,sin20+(M,,+ M,;) sin 6 cos 6 } @
4
C(0) = (My—M,) sin 0 cos 6 + M, cos26 - M,, sin2

Il en résulte que la matrice M’ du tenseur flexion relativement
aux axes Ax’y’z a pour expression :

M’ =St MS

A 320-4

¥
¢
M (0)
M )
r2 /
B
A M; o z
2

Figure 5 - Couples transmis par une section BC
en coordonnées curvilignes orthogonales

M est donc bien la matrice d'un tenseur dont les invariants sont :
M+ My, My My—Mia My, Myp— Mo

1.2.2.3 Transformation du vecteur effort tranchant

L'effort tranchant transmis par la section BC par unité de longueur
a pour valeur, comme le montre I'équilibre des forces appliquées
normalement au plan du triangle ABC:

Q(6)=QycosH+Q,sind

Il en résulte que, relativement aux axes Ax’y’z, la matrice colonne
représentant le vecteur effort tranchant a pour expression :

Q’=Ssta

Q est donc bien la matrice d'un vecteur.

1.3 Etat de contrainte d’un voile mince
sans flexion (membrane)

1.3.1 Etat de contrainte en coordonnées
curvilignes orthogonales

Dans ce cas, les composantes non nulles 61, 6, et 13 du tenseur
contrainte ne dépendent pas de z. L'état de contrainte du voile est
défini par le tenseur tension dont les composantes :

N1=G1 h, N2=0'2 h, N12=N21=T3h
sont égales aux composantes du tenseur contrainte plan (64, 65, T3)
multipliées par I'épaisseur h du voile.

Une section dont la normale fait 'angle 6 avec Ax transmet par
unité de longueur un effort normal N (6) et un effort de
cisaillement T (6) :

N(6) = Nycos?6+ N,sin26+2N,,sin6 cos 6 } 5)
5

T(6)

(N, - N,)sin@cos 6+ N;, (cos? 6 -sin?6)

Il existe donc en chaque point de la surface moyenne du voile deux
directions principales pour lesquelles on a:

IN

T(®)=0 et S5 =0
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Les directions principales sont orthogonales ; elles sont en effet
définies par:

tg 20 2Nz
9 - N1_N2

Une direction principale AX correspond au maximum Ny de N (),
et I'autre direction principale AY correspond au minimum N,
de N (0). Les tensions principales ont pour valeurs :

Ny =3 [N1+N2+ /(N1—N2)2+4N122]
1 2
N, = > [N1+N2— I(N1—N2)2+4N12]

1.3.2 Etat de contrainte en coordonnées
curvilignes quelconques

En un point A de la surface moyenne passent deux lignes coor-
- -
données (C,) et (C,). Nous désignons par i et j les vecteurs unités
portés par les tangentes Ax et Ay a (Cq) et (C,), et par ¢
- -
I’angle (Ax, Ay) (figure 6). Désignons par ®,et ®, les vecteurs
tensions transmis par les sections du voile dirigées suivant Ax et Ay,

- -
et décomposons les vecteurs @, et @, suivant Ax et Ay:

- - > 2 - -
Oy = =Ny i =Npj, @y =-Nyi =Nyyj

Montrons que N4, = Ny, . Le tenseur tension satisfait, comme le
tenseur contrainte, au théoréme de réciprocité de Cauchy (article
Déformations et contraintes dans un milieu continu [A 303]) ; donc

>
la projection de @, sur la normale a Ay est égale a la projection

N
de @, surla normale a Ax, soit Ny, sin ¢ = Nyysin¢g.

Dans le repere Axyz, le tenseur tension est donc défini par trois
composantes Ny, N, et Njp = Ny

Il est possible, connaissant Ny, N, et N;,, de déterminer les
directions principales et les tensions principales. L'angle 6 que fait
Ax avec une direction principale est donné par:

N,sin2¢+2N,,sin ¢
N; + N,cos2¢+ 2Ny, cos ¢

tg 26 =

Figure 6 - Etat de contrainte en coordonnées curvilignes quelconques
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Les tensions principales ont pour valeurs :
. 1
Ny = m(N1+N2+JZ)

()= -
Na = 2sing (Ny + No=/A)

A désignant I'expression :

A = (N;=Ny)2+4(N;cos ¢+ Nyy)(N,cos o+ Nyy)

2.1 Théorie de la membrane
en coordonnées cartésiennes

2.1.1 Equations générales d’équilibre
Soit :
z="f(x y)
I’équation de la surface moyenne X du voile, rapportée a trois axes

- = -
rectangulaires Oxyz de vecteurs unités I ,J et K . Pour simplifier
I’écriture, nous désignerons les dérivées premieres de f(x, y) par:

oo A g0t
T oox ! T dy

et les dérivées secondes de f(x, y) par:

92f 92f 92f

Nous prendrons comme lignes coordonnées tracées sur X les
courbes (C4) et (C,), intersections de X par les plans paralléles aux

- >
plans Oxz et Oyz Nous désignerons par i et j les vecteurs unités

N
tangents a (Cq) et a (C»), et par k le vecteur unité normal a X. Des
considérations de géométrie analytique élémentaire montrent que :

- — — — — - -
7olreK 2 _J+BK 3 _ K_al pJ

J1+02 A+p? 1+ 02+ p2

Nous supposons le voile soumis a une densité superficielle de

N
force ©.

Le tenseur tension sera défini par ses composantes Nq, N, et Nq,
suivant les tangentes aux lignes coordonnées (§ 1.3.2).

Ecrivons I'équilibre d’un élément ABCD de la surface du voile
(figure 7), compris entre deux lignes coordonnées voisines [Cq (y)]
et [Cq (y+dy)], et deux lignes coordonnées voisines [Cy (x)] et
[Cy (x+ dx)]. Nous avons:

AB = ds; = J1+02dx, AD =ds, = J1+p2dy

La résultante des forces appliquées a I'élément ABCD a pour
expression :

Bds = 341 +02+B2dxdy

A 320-5
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%

Figure 7 - Equilibre d’un élément de la surface du voile

L'équilibre des forces appliquées a I'élément ABCD se traduit par
I’équation vectorielle :

J ? rd d 2 re =
% [(Nyi +Nqyj )d32]+—37 [(Ny5i +Nyj)ds;]+ ®dZ =0
L'équation d’équilibre des moments est identiquement vérifiée

au second ordre pres.
Remplagons, dans I'équation d'équilibre, ds;, ds, et dX par leurs

- -
valeurs J1+oc2dx,J1+|32dyet J1+oc2+[32dxdy,eti et j par

) ) - = —
leurs expressions en fonction de I, J et K . En posant:

— 1 2 — — 1 2

I"équation d'équilibre devient :
9 — - - - —
—-——[N1(I+(XK)+N12(J +BK)]

ax
+ 5%7 [N12(?+0c?)+ﬁz(7+[3?)]+EAH +02+B2 =0

Cette équation vectorielle est équivalente a trois équations sca-
N
laires. Si I'on désigne par (X, Y, Z) les composantes du vecteur ®

- = = -
etpar (X, Y,Z) lescomposantes duvecteur ® 1+ a2+ B2 suivant
les axes Oxyz, nous obtenons par un calcul simple les équations
d’équilibre :

ax tay tX=0
Ny, 0N, |, )
ax ay

AN1+2BN’|2+ CN2+E_, =0

dans lesquelles { est défini par :
{=Z-aX-pY (8)

On notera que (X, Y,Z) sont les composantes de la densité de
force rapportée a la projection de I'aire de X sur le plan Oxy, et que {

A 320-6

est la projection du vecteur (X, Y,Z) sur Oz effectuée paralléle-
ment au plan tangent a X. Les deux premiéres équations d’équilibre,
qui expriment I'équilibre de la projection A" B’ C’ D’ de I'élément
ABCD sur le plan Oxy, ne different pas des équations d’équilibre de
I"élasticité plane (article Théorie de I’élasticité [A 305]).

Le tenseur tension doit, en outre, satisfaire aux conditions aux
limites sur les bords du voile ; nous distinguerons :

— les bords libres, le long desquels deux conditions sont
imposées au tenseur tension : nullité de la composante normale et
de la composante de cisaillement ;

— les bords simplement appuyés, le long desquels une seule
condition est imposée au tenseur tension ; I'exemple le plus courant
de bord simplement appuyé est fourni par un tympan ; un tympan
est une poutre ayant une grande rigidité a la flexion dans I'un de
ses plans principaux et une trés faible rigidité dans l'autre ; un
tympan ne peut donc exercer que des réactions contenues dans le
plan de grande rigidité a la flexion ;

— les bords doublement appuyés, le long desquels aucune
condition n’est imposée au tenseur tension.

Bien entendu, les appuis doivent étre congus de maniere a
n‘exercer que des densités de réaction contenues dans le plan
tangent au voile.

Lorsque les équations d’équilibre et les conditions aux limites per-
mettent de déterminer N1, N, et Ny,, le voile est dit statiquement
déterminé ou isostatique. S'il existe plusieurs états de contrainte
vérifiant les équations d’équilibre et les conditions aux limites, le
voile est dit statiquement indéterminé ou hyperstatique. Nous
n’aborderons pas I'étude des voiles hyperstatiques, qui nécessite le
calcul compliqué des déformations du voile ; il peut méme étre
nécessaire de faire intervenir des flexions du voile.

2.1.2 Propriétés des équations d’équilibre

Les équations d’équilibre (7) forment un systéme d’'équations aux
dérivées partielles du second ordre dont les coefficients sont des
fonctions des variables x et y. Le probléme de Cauchy consiste a

déterminer N;, Ny et Nio en tout point de la surface X connaissant
leurs valeurs le long d’une courbe (C) tracée sur X ; il suffit, en vertu
de la derniére équation d’équilibre, de se donner les valeurs de deux

des trois fonctions N, Ny et Nq» le long de la courbe (C).

Dans le cas ou la courbe (C) n’est pas une intégrale de I’'équation
différentielle :

Adx2 + 2Bdx dy + Cdy?2=0 (9)

on peut montrer qu'’il est possible, en utilisant les équations d’équi-
libre et leurs dérivées, de calculer toutes les dérivées des fonctions

N1, N et Nqz, donc de représenter ces fonctions par leurs déve-
loppements en série de Taylor.

Les courbes qui vérifient I'équation différentielle (9) sont les carac-
téristiques du systéme (7) ; comme I'équation (9) est du second
degré en dy/dx, il existe deux familles de caractéristiques réelles ou
imaginaires, dont les équations sont de la forme :

U, (x, y)=Cte, U,(x, y)=_Cte

Or, A, B et C étant les dérivées secondes de la fonction f(x, y),
I"équation (9) est I’équation différentielle des asymptotiques de X.
Nous avons donc obtenu le résultat fondamental suivant : les carac-
téristiques des équations d’équilibre sont les asymptotiques de la
surface moyenne du voile.

Nous pouvons distinguer trois cas :

e AC-B2>0: dans ce cas ol £ a ses courbures principales de
méme signe, les asymptotiques sont imaginaires, et les équations
d'équilibre sont du type elliptique. On démontre alors que le
systeme (7) n’a de solution que si les données sont analytiques.
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e AC-B2<0: dans ces cas ol T a ses courbures principales
opposées, les asymptotiques sont réelles et distinctes, et les
équations d'équilibre sont du type hyperbolique. On démontre que

la donnée de deux des fonctions Ny, Ny et Nj» lelong d’un arc AB,
qui n"appartient pas a une caractéristique et qui n’est pas rencontrée
en plus d'un point par chaque caractéristique, permet de déterminer

les fonctions N7, N2, N;» dans tout le domaine AHBK limité par les
caractéristiques qui passent par A et B (figure 8).

e AC- B2=0:dans ce cas limite ol la surface est développable,
les asymptotiques sont confondues, et les équations d'équilibre
sont du type parabolique.

Il peut se faire que les équations (7) soient du type elliptique
dans certaines zones de X et du type hyperbolique dans d’autres
zones de X (exemple d'un voile en forme de tore), les différentes
zones étant séparées par des lignes de points paraboliques.

2.1.3 Fonction de tension

Il est souvent commode, pour résoudre le systeme (7), d’introduire
une fonction de tension @, analogue a la fonction d’Airy de I'élasticité
plane (article Théorie de I’élasticité [A 305], telle que :

— 2
N1=a o Jde

o o 920 ff (10)
N, = -|Yd
27 9x?2 y
— 92 d
Niz = -5y

Les équations d’équilibre sont satisfaites si la fonction de
tension @ est une intégrale de I'équation aux dérivées partielles
linéaire du second ordre :

2 2
20 _,p 20,020

%2 Xy 3y? +{- AJde Cdey-O (11)

Les caractéristiques de I'équation (11) sont également les asymp-
totiques de la surface moyenne du voile.

Lorsque les caractéristiques sont imaginaires, le changement de
variables :

Uy y)=E&+in, Uy(x y)=E-in

qui substitue aux variables x et y deux nouvelles variables réelles §
et n, transforme I'équation (11) en I'équation réduite elliptique :

az®+—az¢+ A ba—q)+c_0
982 9n? 9

Figure 8 - Caractéristiques des équations d’équilibre

CALCUL DES STRUCTURES

Lorsque les caractéristiques sont réelles, le changement de
variables :

Up(xy)=§ Uy(xy)=n
transforme I'équation (11) en I'équation réduite hyperbolique :

2
Chall 4 E)_<I>+ba_<l>+c_0

PIXE RT3

Lorsque les caractéristiques sont confondues, le changement de
variables :

Ulx, y)=E&, y=n
transforme I’équation (11) en I’équation réduite parabolique :

BZCD acI) L)
8& b—+c_ 0

Dans les équations réduites, les coefficients a, b et ¢ sont des
fonctions de £ et de n.

2.2 Voiles dont la surface moyenne
est un paraboloide

2.2.1 Paraboloide elliptique

La surface moyenne du voile a pour équation (figure 9) :

- _X Y(1_Y
2= 15(1-5)o51-§)
Le voile est limité par quatre tympans situés dans les plans :

x=0, x=a, y=0, y=b

Nous supposons le voile soumis a une densité de charge p (x, y)
rapportée a la projection horizontale ; nous avons donc :

)?:0, ?:0, E:C:—p(x,y)

La fonction de tension vérifie I'équation aux dérivées
partielles (11) :

g 02®  fa2d 1

b2 ax? T aZayz T 2P =
et satisfait aux conditions aux limites :
_ 2
N, =0 soitN1:aq):0 pourx=0 et x=a
ay?
_ 2
Ny=0 soit Na=2%_-0 poury=0 et y=b
ox2

ae

J
> b e
%

Figure 9 - Paraboloide elliptique
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La fonction @ (x, y) varie donc linéairement le long du contour
du voile. Comme elle n’est définie qu’a une fonction linéaire prés,
les conditions aux limites précédentes peuvent étre remplacées par
la condition ® =0 le long du contour.

La fonction @, qui s’annule pour y=0 et y= b, peut étre repré-
sentée par une série de sinus :

< . nmy
O (x,y) = Y F,(x)sin 5
n=1
En développant p (x, y) en série de sinus dans l'intervalle
O<ys<b:

pOy) = 3 pp(x)sin 2L

n=1
avec :

b
2 ..n
Py (x) = Ffop(x,y)sm%ydy

et en reportant les développements de @ (x, y) et de p (x, y) dans
I’équation aux dérivées partielles, nous voyons que la fonction F, (x)
est une intégrale de I'équation différentielle linéaire a coefficients
constants :

P fr? 1
25 Fi 00 -n? 75 Fy(x) = = 5Py (X)

b2
nf
0= — =
aNg

et en désignant par f, (x) une intégrale particuliere que I'on peut
toujours déterminer par la méthode de la variation des constantes,
nous trouvons que la fonction F, (x) est de la forme :

En posant:

F,(x)="f,(x)+ A,chnox+ B,sh nox

A, et B, étant des constantes que |I'on détermine en écrivant
que @ (x, y) est nul pour x=0et x=a:
f,(0)+A,=0

f,(a)+A,chnoa+B,shnwa =0

Connaissant ainsi la fonction de tension :

oo

©(x,y) = Y If,(x)+A,chnox+ B, sh nwx]sin%

n=1

on calcule N,, N,et N,, au moyen des formules :

¥y _ 020 o 0920 N 92d
N = ay? ' No= Sx N12__8x8y

puis Nq, N, et N1, au moyen des formules (6).

2.2.2 Paraboloide hyperbolique

En premier lieu, supposons I'équation du paraboloide de la
forme :

X
Z=—y
c

avec c¢ parametre ayant la dimension d’'une longueur.

La solution générale des équations d’'équilibre :

LRI
ax + oy A
IN, N,
X +—3y + Y=0
2i

EN12+€—0

s'écrit, g (x) et h (y) désignant deux fonctions arbitraires :

N, = J(%cg—i—)?)dx+h(y)

N, = J(—;-c—g—%— 7>dy+g(X)

— 1
Ny = -3 cl(xy)

Il ne peut donc exister de bord libre le long d'une génératrice.
Lorsque le contour du voile se compose de quatre génératrices, on
peut déterminer les fonctions g (x) et h (y) en supposant les
bords AB et AC simplement appuyés (tympans) ; les bords BD
et CD doivent étre doublement appuyés.

De nombreuses couvertures de batiments sont constituées
par un ou plusieurs morceaux de paraboloides hyperboliques
limités par quatre génératrices.

En second lieu, lorsque I'équation du paraboloide est de la forme :

v R, >0, R,>0
2R, 2R, (70 F2>0)

I"équation (11) vérifiée par la fonction de tension s’écrit :

1 920 1 92 _ 1jf 1jf
T?;—E;E—*ﬁ’l——a—);—z——*éf-ﬁ'l— XdX+—R—; Ydy

En effectuant le changement de variables :

xRy +y.JRy =&, x[R, -y Ry =n
cette équation devient :

22
TEan - ¢ (&m)

¢ (§, ) désignant une fonction qu’il est facile de déterminer dans
chaque cas particulier. La solution générale de cette équation réduite
est:

& m
D (Em) = fofocp(u,v)dudw G, (&)+ G,y (1)

G, et G, désignant deux fonctions arbitraires. En revenant aux
variables x et y, nous obtenons la solution :

D (x,y) = Po(x,¥)+ Gy (X,JRy +y.JRy)+ Gy (x,[Ry —y.[Ry)

Cette solution permet de déterminer comment doivent étre congus
les appuis d’un voile limité par un contour T pour que ce voile soit
isostatique.
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2.3 Voiles dont la surface moyenne
est un conoide

Un conoide est une surface engendrée par une droite (G), appelée
génératrice, qui reste paralléle a un plan fixe (IT). En prenant pour
plan (IT) le plan Oyz, I’équation d'un conoide est de la forme :

z=yg(x)+h(x)
Les dérivées premiéres et secondes de z ont pour valeurs :
a=yg (x)+h (x), B=glx)
Les coefficients de (11), sont:
A=yg’(x)+h”(x), B=g’'(x), C=0
Notons que B ne dépend que de x, et que :

a_A—a_B— ”(X)
Jy ~ax 9

Les asymptotiques du conoide sont, d'une part, les
génératrices (G) et, d'autre part, les courbes (C) dont les projections
sur le plan Oxy sont les courbes intégrales de |I’équation
différentielle :

Adx+2Bdy=0

que I'on peut mettre sous la forme :

dy ., e
ZBE+B y+h”"(x) =0

L'équation précédente est une équation différentielle linéaire
dont l'intégrale générale :

G
y= ——+0(X) (12)
NIB(X)|
dépend linéairement d'une constante C, ; l'intégrale

particuliere ¢ (x) peut étre déterminée par la méthode de la variation
de la constante :

1 X b (@) J1B(1)] dt
2./1B(x)| ' x B(t)

Les équations d’'équilibre s’écrivent :

000 = -

dN1  dNqp

8X+ 3y +X =0
INiz N2 ¢ _ (13)
X ay

AN1+2BNyiz+( =0

La premiére et la troisiéme permettent de déterminer N et Ni; ;

en éliminant Ny, entre ces deux équations, nous trouvons que N,
est une intégrale de I'équation aux dérivées partielles linéaire du
premier ordre :

aNy N,

2B ox ay

= N1B’+—a£—28)7 (14)
dy

dont les caractéristiques (I') sont les courbes intégrales du systéme
différentiel :

ﬂ:,ﬂ:d—m (15)

N1B'+%_2B)?
ay

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales

CALCUL DES STRUCTURES

L'égalité des deux premiers rapports (15) montre que les carac-
téristiques (I) et les asymptotiques (C) du conoide se projettent
sur le plan Oxy suivant les mémes courbes. L'égalité du premier et
du dernier rapport (15) montre que les caractéristiques (') qui se
projettent sur Oxy suivant la courbe d'équation (12) s’obtiennent
en intégrant I'équation différentielle linéaire :

-B’N; = %-23}7 = f(x,Cy)

d N,

2B %

L'intégrale générale de cette équation est de la forme :
1= GBI +w(x,Cy) (16)

I'intégrale particuliere y (x, C1) pouvant toujours étre déterminée
par la méthode de la variation de la constante :

X f(t,Cy)
y(x,Cy) = %A/\B(x)\ — V4t

% B(t)|B (D)

Toute surface intégrale de I'équation (14) est un lieu de caracté-
ristiques (I') obtenu en choisissant C, = F(C4), fonction arbitraire
de C,. Lintégrale générale de I'équation (14) dépend donc d'une
fonction arbitraire d’'une variable C gardant une valeur constante
le long des asymptotiques (C) du conoide. Cette fonction arbitraire
est donc déterminée par les valeurs de N, (ou de Nj, en vertu de

la derniére équation d’équilibre) le long d'une courbe rencontrant
une seule fois les asymptotiques (C).

Connaissant ainsi N, la derniére équation (13) donne Nia.
Enfin, Nj, étant connu, la seconde équation d’équilibre (13
donne N :

_ IN. —
N2=7J)( ax‘2+y>dy+e(x> (17)

G (x) est une fonction arbitraire de x, déterminée par les valeurs
de N, le long d'une courbe rencontrant une seule fois les géné-
ratrices. Par exemple, si nous nous donnons les valeurs Nz (X, vo)

le long de la section du conoide par le plan y = yq, nous trouvons :

~ = Y19 Niy *)
Na(x,y) = NZ(X'VO)‘LO( X +Y|dy

Ainsi, dans le cas ou la surface moyenne du voile est un conoide,
I'intégration des équations d'équilibre se raméne a l'intégration
successive de deux équations linéaires aux dérivées partielles du
premier ordre, dont les caractéristiques peuvent étre déterminées
au moyen de quadratures.

2.4 Théorie de la membrane
en coordonnées curvilignes

2.4.1 Equations d’équilibre
en coordonnées curvilignes quelconques

Relativement aux axes rectangulaires Oxyz, les coordonnées
d’un point M de la surface moyenne X du voile sont données par
les formules :

x=x(u,v), y=yluv), z=z(u, v)

équivalentes a I'équation vectorielle :

— —
M = M (u,v)

A 320-9



CALCUL DES STRUCTURES

Les lignes coordonnées sont les courbes (Cq) définies par une
valeur constante de v, et les courbes (C,) définies par une valeur
constante de u.

L'élément linéaire de la surface X a pour expression :
ds?= Edu?+2 Fdudv + G dv?

Pour simplifier les calculs, nous substituerons aux fonctions E, F
et G de u et v les fonctions a, b et ¢ de u et v définies par:

oM oM

_ . _ a2
E= ou Ju a

oM oM

= . = (18)
F o v abcos ¢

oM oM

= . - 2
G= v 9v =b

— —
Désignons, enun point Mde X (point Asurlafigure 10, par t; et t,
les vecteurs unités tangents en M aux lignes coordonnées (C)

N
et (C,) qui se coupentsous |'angle ¢, et par N le vecteur unité normal
by P - = - . .

a z, tel que le triedre (t4, t,, N) soit direct. En supposant les lignes

- —
coordonnées orientées de facon que l'angle ¢ = (tq,t,) soit
compris entre 0 et m, nous avons, sin @ étant positif :

— —
D _1aM 2 _19M
" a9u’'? b oav
o > - 1 (oM oM )
N = sin(p(t1/\t2): absin(p( au N E)v)

Nous supposons le voile soumis a une densité de force 8, et
nous définissons le tenseur tension par ses composantes Ny, N,
et N1, (8 1.3.2). Ecrivons I'équilibre d’'un élément ABCD de la sur-
face du voile (figure 10) compris entre deux lignes coordonnées
voisines [Cq (v)] et [Cq (v + dV)], et entre deux lignes coordonnées
voisines [C5 (u)] et [Cy (u + du)l.

L'aire de I'élément ABCD ayant pour valeur :

dX = JEG-F2?2dudv = (absing)dudv

la résultante des forces extérieures appliquée a I'élément est :

®dx = Babsingdudy

Figure 10 - Composantes du tenseur tension
en coordonnées curvilignes quelconques

L'équilibre des forces appliquées a I'élément se traduit par
I’équation vectorielle :

9 — — 9 — — — X
50 [b(Nyt;+ Nypty)]+ v [a(Nqyyt;+ Nyty)l+ ®absing = 0
ou, compte tenu des deux premiéres relations (19) :

3 (b, oM YVANE, oM oM
a
3 3™ G+ M)+ (Mg M) (20)

N
+®mabsing =0

Il est inutile d'écrire I'équation d'équilibre des moments des forces
appliquées a I'élément, qui, au second ordre pres, est identiquement
vérifiée.

L'équation d’équilibre (20) est équivalente a trois équations
scalaires, que |I'on obtient en la multipliant scalairement par les

- - — i
vecteurs t,, t, et N .Pour cela, nous aurons besoin de quelques for-
mules préliminaires.

En premier lieu, nous déduisons des relations (19) les formules :

IM - aM - aM =
Su ha Su f2=acose, N =0
—> — —

— — —
aa"j - t; = bcos g, aa,\j -ty = b, aa—l\j-N:O

En second lieu, en dérivant les relations (19) par rapport a u et v,
nous obtenons les formules :

N
92M p _ da
uz ' du
N
02M P _ da
duadv '~ Qv
92 M g 1 d(abcosg) b ab
vz ' T & F1% “aou
2M - 1 d(abcos¢) a da
uz 2° b du b av

— — — —
?2M v _ 1 (a/vl oM 82M>_ A
Ju? " absing \ du ' dv ' gu2 )  absing

— — — —
2M 1 (aM oM 32/\//)_ B
duadv " absing \ du ' dv ' Judv/ absing
2M =1 (aﬁ oM aZV) _
dv?2 " absine \ du ' dv ' 9v2 )~ absing

A, Bet C désignant les déterminants égaux aux produits mixtes :

” ’ ”

’ , ’
Xy Xy Xy2 Xy Xy Xyy Xy Xy Xy2

— ’ ” — ’ ’ ” — ’ ’ ”
A=ly, vy vie | B=lyvl vl v | C=lvi vl v
’ ” ’ ’ ” ’ ’ ”

Zy Zy Zye Zy Zy Zyy Zy Zy 2y
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Nous obtenons ainsi les trois équations d’équilibre :

IN IN IN aN.
(b ! 12>+( 12+a—2>cosq>+g—5(N1—N2)

0 "oV ou v
+ %i("’__z.a%"_s‘_@N2+2g%N12+m1 absing = 0
(baal‘jha agl‘:z)cos(m (b%+a%>+%(’v2*’v1) (21
%WNHZ%MZHﬁzabsimp =0

2 ANy + 2B Ny + 2 CN, + , (absin )2 = 0

Nous avons désigné par @, ©, et @, les projections de la densité
- = -
de force @ sur les vecteurs t;, t,etN.

Les équations (21) forment un systéme d’équations aux dérivées
partielles du second ordre. On peut montrer que les caractéristiques
de ce systéme sont les courbes intégrales de I’équation
différentielle :

Adu?+2Bdudv+ CdvZ=0

donc sont les lignes asymptotiques de la surface moyenne du voile.

Les deux premiéres équations d'équilibre (21) ne dépendent que
de a, b et ¢, c'est-a-dire des coefficients E, F et G de la premiere
forme quadratique (élément linéaire) de la surface ; elles ne
dépendent donc que des éléments géodésiques des lignes coor-
données et sont identiques pour deux surfaces applicables I'une sur
I"autre. La derniere équation d’équilibre (21) dépend des
coefficients A, Bet Cde la seconde forme quadratique de la surface X.

Lorsque les lignes coordonnées sont les asymptotiques de la
surface moyenne du voile, ce qui ne peut se présenter que pour
une surface a courbures opposées, la derniére équation d’équilibre
donne la tension de cisaillement N;, du voile.

2.4.2 Equations d’équilibre
en coordonnées curvilignes orthogonales

2.4.2.1 Formules de Darboux-Ribaucour

En un point M d’une courbe (T") tracée sur une surface X, nous
pouvons définir deux triédres trirectangles directs (figure 11) :

— le triedre de Frenet constitué par la tangente, la normale prin-

cipale et la binormale ; nous désignons par ? ;etz les vecteurs
unités dirigés suivant les axes de ce triedre ;

— le triedre de Darboux-Ribaucour constitué par la tangente la
normale géodésique située dans le plan tangent a la surface et la

5> =2 =
normale a la surface ; nous désignons par t, Get N les vecteurs
unités dirigés suivant les axes de ce triedre.

Soient 1/p et 1/T la courbure et la torsion de (T'), et s |'abscisse

N
curviligne de (I') comptée positivement dans le sens du vecteur t ;
nous rappelons les formules classiques de Frenet :

- - - - - > -
dt _n db _n dn __t b
ds ~ p ' s T ds = p T

- =
Désignons par 6 I'angle (n, N). Des relations évidentes :

- - — - - —
G =nsin®-bcosd6, N = ncos0+ bsin6

et des formules de Frenet, nous déduisons les formules de
Darboux-Ribaucour :

- —
G dN
=24 = - _
r

s

5
dr
ds

=]

N
dG
ds

2=l
\|-r¢
| ~L
+
2ol

’ == ’
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Iy N
G
n
g X
M C 8
7 6
T
- 5 =
Figure 11 - Triédre de Frenet (t ,n, b)
> = o
et triedre de Darboux-Ribaucour (t, G, N)

dans lesquelles la courbure normale 1/R, la courbure géodésique 1/r
et la torsion géodésique 1/t sont définies par les formules :

1 _ cos® 1 sin @ 1 1 dé

= , — = , = = - —

R P r p T T ds
Soit C le centre de courbure de (I'); le plan normal en C a la
normale principale coupe la normale a la surface au centre de cour-
bure normale C, et la normale géodésique au centre de courbure
geodésique Cy; en effet:

MC =p, MCp= i =R MCy=bo=r

R est le rayon de courbure en M de la section de X par le plan
normal MtN ; le centre de courbure C de la section de la surface
par un plan P passant par Mt est la projection du centre de cour-
bure normale C, sur le plan P (théoréeme de Meusnier).

2.4.2.2 Equations d’équilibre

Les équations d'équilibre (21) deviennent, lorsque ¢ =n/2 :

190Ny 1 9Ny, N1—N2@ 2N, 9a

290 b av v ab aut @ av it =0
19Ny 19Ny Np-Nroa 2Nz ob 0 (22)
a du b dv ab ov  ab ou %~

2 AN, + 28Ny, + 2 CNy + 22 526, = 0

Les formules de Darboux-Ribaucour permettent de calculer pour
chacune des lignes coordonnées (C4) et (C5) les courbures normales
1/R, et 1/R,, les courbures géodésiques 1/rq et 1/ry, et les torsions
géodésiques 1/t4 et 1/1,. On obtient ainsi les formules :

1A 1 ._.¢
R1 asb’ Rz ab3
a1 _1da 19
ry ~ abov’ r, abdu
L N -
T 1, T,  a2b?
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de sorte que les équations d'équilibre (22) peuvent s’écrire :

aN aN. N,-N, 2N.
1 1+l 12, M 2 2,

@ ou b v r, r ® =0

19Ny 19N, Ny-N, 2Ny

o0 b T, tr, TP 0 (23)
N, N, 2N,
?1+?2— p +0,=0

En particulier, lorsque les lignes coordonnées (C4) et (C,) sont les
lignes de courbure de la surface du voile, la derniére équation
d'équilibre (23) devient, puisque la torsion géodésique des lignes de
courbure est nulle :

Mo N 0 24
AR O e (24)

+®,

Cette équation montre que la composante normale de la densité
de force appliquée au voile est équilibrée par les composantes
normales N, et N, grace aux courbures principales de la surface.

2.4.3 Voiles dont la surface moyenne
est développable

Une surface développable est engendrée pour les tangentes (G)
a une courbe (I') appelée aréte de rebroussement (figure 12). Les
lignes de courbure de cette surface sont les génératrices (G) et leurs
trajectoires orthogonales, qui sont les développantes de I'aréte de
rebroussement. Désignons par v |'abscisse curviligne de (") et par

> > >
t,n ,b les vecteurs unités du triedre de Frenet de (I'). Un point M
de la surface développable est défini par I’équation vectorielle :

— — -
M (u,v) = P(v)+(u-v)t(v)

Les lignes coordonnées v=Cte sont les génératrices, et les
lignes coordonnées u = Cte sont les trajectoires orthogonales des
génératrices ; en effet, nous avons :

— —
oM 2 oM u—vﬁ

R A

1/p désignant la courbure de (T). Les lignes coordonnées sont donc
les lignes de courbure de la surface, et :
-> - - - u-v

t, =t, t,=n, a=1, b=
1 2 P

Figure 12 - Surface développable

—
Les dérivées secondes de M (u,v) ont pour expressions :

— —
92M 0 92M
Ju? - dudv

—|T| ©|3]

92M ﬁi(u—v)fu—v(i)r
p

=n
ov2 av\ p p

)

1/T désignant la torsion de (T).
Les déterminants A, B et C ont pour valeurs :

_ )2 2
A=0, B=0, C:,ﬂ_z_v_z_:,f_
p2T T

Il en résulte que les équations d’équilibre (22) s’écrivent :

Ny 19Ny NN,
ou b ov u-v

IN,, 19N, 2N, (25)
Ju "B ov u—v+652:0
N, = ©,bT

Les équations (25) s'intégrent au moyen de quadratures. En effet,
connaissant N,, la seconde équation (25) est une équation différen-
tielle linéaire du premier ordre, dont I'intégrale générale N, dépend
linéairement d’'une constante qui est une fonction arbitraire de v.
Puis connaissant N, et N4,, la premiére équation (25) est une
équation différentielle linéaire du premier ordre dont I'intégrale
générale N; dépend linéairement d’une constante qui est une fonc-
tion arbitraire de v. La solution la plus générale du systeme (25)
contient donc deux fonctions arbitraires de v, que I'on détermine au
moyen des conditions aux limites.

2.5 Transformation d’un voile par affinité

2.5.1 Voile défini en coordonnées cartésiennes

Soient trois constantes A, u et v ; I'affinité :
x=Ax’, y=uy’, z=vz’ (26)
transforme le voile V dont la surface moyenne X a pour équation :
z="f(x y)

en un voile V' dont la surface moyenne X’ a pour équation :
,_ 1 , , s
20 = S fOX Yy’ = F(Xy")

Supposons le voile V' soumis a une densité de force dont les
composantes rapportées a la projection du voile sur Ox’y’ sont
X', Y'etZ’.

Dans ces conditions, si nous posons :

X’ = uX, Y’ =Y, 7 - %?
N (27)
N =%N1, N4, = N1, N =N

il est aisé de voir que les équations d’équilibre du voile V’ se trans-
forment en les équations d’équilibre du voile V soumis a la densité
de force dont les composantes rapportées a la projection du voile
sur Oxysont X,YetZ.

Ainsi, a tout état d'équilibre d'un voile V, les formules (27) asso-
cient un état d'équilibre d'un voile V’ déduit de V par I'affinité (26).
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2.5.2 Voile défini en coordonnées curvilignes

Les équations paramétriques de la surface moyenne X du voile V
sont:
x=x(u,v), y=yluv), z=2z(u v)

et les équations paramétriques de la surface moyenne X’ du voile V’
déduit de V par I'affinité (26) sont:

’ ’

X" = lX(u,V), y' = luy(u,V), z

1
x = Vz(u,v)

Sur la surface Z, les lignes coordonnées (C4) et (C,) permettent
de définir les composantes N, N, et Nq, du tenseur tension. Sur
la surface X’, les lignes coordonnées (C7)et(C5) permettent de
définir les composantes N;,Njet Nj, du tenseur tension.

Soient, en un point A de la surface X :

(o1, B1,71) les cosinus directeurs de la tangente a (C4) ;
(0lp, Bo, Y2) les cosinus directeurs de la tangente a (C,) ;
(03, B3, Y3) les cosinus directeurs de la normale a X.

Dans I'affinité, un élément d’arc ds; de (C;) devient un élément
d’arc dsj de(C7),unélément d’arc ds;, de (C;) devient un élément

d'arc ds) de (C5), et un élément d'aire dZ devient un élément
d’aire dX’. Des considérations de géométrie analytique montrent

que :
, 2 2 2

dsi _ o _ % Bm

ds, P1 A2 uz o y2

, 2 2 2

dsz _ o - %2, B2 12

ds, P2 [T

2 2 2
dz’ _ P O3 N B3 . Y3
dx u2v2  v2)2 A2

Dans ces conditions, si I'on pose :

o X oY o Z
X_kk'y_ku'z_kv 28)
N = PN N =N Ny = P2y
1:p_21’ 12 = 12 1 2:P_12

il est aisé de voir que les équations d’équilibre du voile V' se trans-
forment en les équations d’équilibre du voile V soumis a la densité
de force (X, Y, Z).

Ainsi, a tout état d’équilibre d’un voile V, les formules (28) asso-
cient un état d’équilibre d'un voile V’ déduit de V par I'affinité (26).

Les résultats précédents (8 2.5) ne s’étendent pas aux voiles
fléchis.

2.6 Voile dont la surface moyenne
est un hyperboloide a une nappe

Il est toujours possible de transformer par affinité la surface
moyenne du voile en un hyperboloide de révolution a une nappe :

(X2+y2)t920(+22=R2

R est le rayon du cercle de gorge, et o est I'angle des génératrices
et du plan Oxy du cercle de gorge.

CALCUL DES STRUCTURES

L'hyperboloide posséde deux systémes de génératrices (G;)
et (G,) dont les projections sur Oxy sont des tangentes au cercle
de gorge :

(Gy) xcos2v+ysin2v=R
(Go) xcos2u+ysin2u=R

Les trois équations précédentes, résolues par rapport a x, y et z,
donnent une représentation paramétrique de I'hyperboloide :
cos (Uu+Vv) sin (u+v)

X:Rm, y:Rm, z=Rtga

sin (u-v)
cos(u-v)
dans laquelle les lignes coordonnées sont les génératrices, donc
les asymptotiques, de la surface.

Résumons les calculs qui permettent d'écrire les équations d’équi-
libre (21). Nous avons :

R 1 14cosg = 2 Rcosa

a=>b= —_—
cos oL Cos“ (U—V) a

La derniére équation (21) donne la tension de cisaillement Ny, :

1-cos?acos?(u—v)

Ny =-0,R— >
2sino.cos o cos?(u-v)

n

N,, étant connu, on trouve que les deux premiéres équations (21)
peuvent se mettre sous la forme :

d(aN;) d(aN,)

Tou v

d(aN,) d(aNy)

g oSO+ —5—

cos@+ Fy(u,v) =0

+F,(u,v)=0

Fi(u, v) et Fy (u, v) étant des fonctions connues. Nous en
déduisons :

d(aN. - F, + F,cos
(au1) = 1sin§ ¢ Q, (u,v)
d(aN,) F,+ F. . (29)
a - cos
2) _ 2+_ 1 ¢ - Q,(u,v)
v sin2 ¢

Q (u, v) et Qy (u, v) étant deux fonctions connues.

La solution générale du systeme (29) dépend d’une fonction arbi-
traire de u et d'une fonction arbitraire de v, que I'on détermine au
moyen des conditions aux limites. Supposons que nous connaissons
les composantes du tenseur tension le long d'une courbe (C) de
I"hyperboloide, rencontrée en un seul point par chaque génératrice ;
(C) peut, par exemple, étre un paralléle de I"hyperboloide
d’équation u - v = Cte. Il suffit, du reste, N;, étant connu, de se
donner la composante normale et la composante tangentielle du
tenseur tension s’exercant sur une coupure faite suivant la
courbe (C), pour connaitre le tenseur tension le long de la courbe (C).

En un point A (ug, vy) de la courbe (C), nous connaissons donc
les valeurs (a Nqj)4 et (a Np)s. Les équations (29) permettent de
calculer alN; en un point quelconque P; (u, vy) de la génératrice AG,,
et de calculer al, en un point quelconque P, (ug, v) de la génératrice
AGz:

u
(::7N1)P1 = (aN1)A+fu Q, (t,vy) dt

\4
(aNy)p = («':7N2>A+fv0 Q, (ug,t)dt

Nous savons donc calculer les composantes du tenseur tension
en tout point P tel que les deux génératrices passant par P
rencontrent la courbe (C).
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CALCUL DES STRUCTURES

3.1 Notations et formules préliminaires

Un point quelconque A d'un voile mince de révolution d'axe Oz
(figure 13) se trouve a l'intersection d’un méridien (") et d’un paral-
lele (C). La position de ce point est définie par les angles ¢ et 6 :

o =(Iz,IA), 6=(0Ox, Or)

I étant le point ou la normale au voile coupe I'axe de révolution ;
¢, compté positivement de Oz vers Or, est compris entre O et 7.

Au point A est lié un triedre trirectangle direct dont les vecteurs
i — - >
unités i, j et k =i A j sont dirigés suivant la tangente au
méridien dans le sens des ¢ croissants, suivant la tangente au
paralléle dans le sens des 0 croissants, et suivant la normale a la

> > -
surface. Des composantes des vecteurs i, j et k suivant les axes
Oxyz, nous déduisons les relations :

=l

J ? d 2

J9 - e cose

> 37 R .

%-{p:o, —a-%:—icosq)—ksin(p (30)
- -

Ik > ok _ ..

—a—(a—l, —a—e——jsln(p

Il est parfois utile (voiles coniques) de substituer a I’'angle ¢
I"abscisse curviligne s du méridien comptée dans un sens tel que
I'on ait :

dr

cos ¢

Figure 13 - Voile de révolution

A 320-14

Le rayon de courbure p du méridien est un nombre algébrique :

ds 1 dr

de  coso¢ do

p est positif si le centre de courbure ® du méridien est du méme
coté que I par rapport a A. Nous noterons les relations :
dr=pcos¢de, dz=-psinoede
Les rayons de courbure principaux R et R, suivant le méridien
et suivant le paralléle ont pour valeurs :

r

Ri=p Ry = sin ¢

Nous désignerons par pq, p, et p3 les composantes de la densité
- L, . . i -
de force @ appliquée au voile suivant i, j et k :
- > - —
® =p,i +pyj +p3k
Enfin, la déformation du voile donne a A un déplacement

= - . i d - .
3A = AA’ dontlescomposantessuivant i, j et k sontdésignées
par u, vet w:

-S> — > - —
0A = AA" = ui +vj +wk

3.2 Equations générales
de la théorie de la membrane

3.2.1 Equations d’équilibre

3.2.1.1 Densité de force quelconque

Les composantes du tenseur tension sont :

N, effort normal par unité de longueur qui s’exerce sur un
paralléle ;

N, effort normal par unité de longueur qui s’exerce sur un
méridien ;

Nq, effort de cisaillement par unité de longueur qui s’exerce
sur un parallele ou sur un méridien.

L'équilibre des forces appliquées a un élément ABCD (figure 14)
compris entre deux paralleles et deux méridiens infiniment voisins
se traduit par I'équation vectorielle :

J g 2 o) g 2
=—[(Nqi + Ny j ) rd8lde+ == [(N4yi +N,j )pde]de
L) L)
-
+®rpdéde =0
Compte tenu des relations (30) et de ce que p ne dépend pas de 6,

I"équation précédente est équivalente aux trois équations scalaires
d’équilibre :

d(rN,) aN,,
—tp
I 200
9 (rNyy) aN, (31)
T+p 75 +pNjycos+pyrp =0

rN,+pN,sino-pyrp =0

-pNycoso+p;rp =0
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Figure 14 - Forces appliquées a un élément
compris entre deux paralléles et deux méridiens infiniment voisins

ou, en faisant intervenir les rayons de courbure principaux Rq et R, :

. dN, aN,, )
stm(pW+R1W+R1(N,—N2)cos<p+p,R1R23|n(p:0
aN. aN.
Rzsin(p——é—(é2-+ﬁ1—5—62—+2H1N,2003(p+p231ﬁzsin(p:[) (32)
NN,
LiZop
R R 3

Si I'on choisit pour variables I'angle 6 et I'abscisse curviligne s
du méridien, les équations d'équilibre (31) deviennent :

d(rN;) 9N,y

55 * 30 -N,cos@+p,r=0
a(rN aN.
%Jr 892 +Nyjycos@+p,r=0 (%3]

rN;+pN,singo-—pyrp =0

3.2.1.2 Densité de force ne dépendant pas de 0

Dans ce cas, les composantes du tenseur tension sont des
fonctions de la seule variable ¢.

La seconde équation (31) ne renferme que N5, et son intégration
se ramene a une quadrature, car on peut la mettre sous la forme :

d(r2nN,,)
e

Les deux autres équations d’équilibre (31) ne renferment que N,
et Nz:

- Pyr?p

d(rNy
do
rN;+pN,singo-—pgrp =0

-pN, cos =0
p Ny O+ pqrp (34)

Leur intégration se raméne également a une quadrature, car en
éliminant N, on obtient une équation qu’on peut mettre sous la
forme :

d(rN, sin @)
de
et qui n’est autre que I'équation d’équilibre d’'une portion du voile
comprise entre deux paralléles voisins.

= (p3COSQ—pqsin@)rp (35)

CALCUL DES STRUCTURES

Dans le cas ou le voile a un sommet S situé sur I’axe de révolution,
I'intégration de I’équation (35) donne la formule :

F

Ny = 2n rsin ¢

(36)
F désignant la résultante générale, dirigée suivant Oz, des forces
appliquées a la partie du voile située au-dessus du paralléle défini
par ¢.

Ayant calculé N, la seconde équation (34) donne N,.

Ce cas se rencontre lorsque la densité de force a la symétrie de
révolution : p, est nul, et p; et p3 ne dépendent pas de 6. Dans ce
cas, Nq, est nul, et N; et N, ne sont fonction que de ¢.

3.2.2 Calcul des déformations et des déplacements

3.2.2.1 Densité de force quelconque

La loi de Hooke permet, connaissant N;, N, et N;,, de calculer
les composantes eq, e, et g1, du tenseur déformation: eq est la
dilatation suivant le méridien, e, est la dilatation suivant le paralléle,
et 2 g4, est la diminution de I'angle initialement droit formé par la
tangente au méridien et la tangente au paralléle :

1

e, = —E—E(N1—VN2)
1

e, = —E-E(N27VN1) (37)
2(1+v

29y, = 7(,:-,1 ) Ni,

avec h épaisseur du voile,
E module d'Young,

v coefficient de Poisson (article Théorie de I’élasticité
[A 305]).

Pour obtenir les équations qui permettent de calculer les
composantes u, v et wdu déplacement, connaissant eq, e, et2 gqo,
considérons en un point A du voile deux éléments d’arc infiniment
petits du méridien et du parallele :

— > == -
AB = pdoi, AC = rdoj

Apres déformation, les points A, B et C viennent en A”, B” et C’,

et nous avons:

— I - -
A'B’ = pdoi +=—(ui +vj +wk)
¢
— R - S
A'C" = rdoj +§e—(u1 +Vvj +wk)
et les composantes du tenseur déformation sont :

—_— — >
(A'B’—AB)-i

e, =
1 28]
—_— = >
, - (AC"-AC)-j
ac]
_ —
g . ABTAC
912 =

a8 llac

BT . AT . . .

En remplacant A’B’ et A’C’ par les expressions données précé-
demment, en effectuant les dérivations grace aux formules (30) et
en considérant u, v, w et leurs dérivées comme des quantités trés
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CALCUL DES STRUCTURES

petites, nous obtenons les équations aux dérivées partielles véri-
fiées par les composantes du déplacement :

o= H(Y,w

' oploe

e, = lr(a—+ucosq>+ w sin (p) (38)
2g, = 19U 1 ov v .o

92730 039 T ¢

3.2.2.2 Densité de force ne dépendant pas de 0

Dans ce cas, u, vet wne dépendent pas de 0, et les équations (38)

se réduisent a:
du
e, = do +w

e, = l(u cos @ + w sin @) (39)
294, = ldv v cos @
27 pde
La derniére équation (3 ) ermet de calculer v, connaissant g,

; on peut en effet I'écrire sous la forme :

_d_z - %P9
do\r/ ™~ r

Les deux premieres équations (39) permettent de calculer uet w;
en éliminant w entre ces équations, on obtient une équation qu’on
peut mettre sous la forme :

au moyen d’une quadratu

d u pe;singp-re,
do \ sing ) = sinZ @

Le calcul de u n’exige donc qu’une seule quadrature, puis la
seconde équation (39) donne w.

Lorsque la densité de force appliquée au voile possede la symétrie
de révolution, N4, est nul ; il en résulte que g1, et par suite v sont
nuls.

3.3 Voiles soumis a une densité
de force symétrique

3.3.1 Coupoles

Nous supposons une coupole de révolution soumise aux deux
densités de force suivantes, qui possédent la symétrie de révolution :

— le poids propre, de densité p par unité de surface du voile ;
les composantes de p sont:

py=psing, py=0, pz=-pcos¢e

— la surcharge de neige, de densité g par unité de surface
horizontale ; les composantes de g sont:

p1=gsingcos¢, p,=0, pz3=-gcos?¢

Le calcul des composantes du tenseur tension (8 3.2.1.2) n’exige
qu’une seule quadrature. Lorsque le plan tangent au sommet S de
la coupole est horizontal, le sommet S est un ombilic (Ry=R5);
donc r/sin ¢ tend vers pglorsque ¢ tend vers zéro, et nous trouvons :

1
(N1)s = (Nz)s = ‘2‘p3 Ps

Le calcul des composantes du déplacement (§ 3.2.2.2) n’exige
également qu’une seule quadrature.

Donnons I'exemple d'une coupole sphérique (figure 15); nous
avons, R désignant le rayon de la coupole :

f -
sin @

p:

Le poids propre donne les tensions :

1
1+ cos @

—pH(cosq)—;)

N, = - pR

N, 1+ cos@

N, est toujours un effort de compression.

N, est un effort de compression si ¢ < ¢g, et un effort de traction
si ¢ > @g, I'angle @ étant défini par cos ¢g = 1/(1 + cos ¢q) ; on trouve
@p = 51°50".

Les formules précédentes ne représentent les tensions réelles que
si les appuis sont tels que les réactions soient tangentes aux méridiens.
Généralement, les supports de la coupole n'exercent que des réactions
verticales ; les tensions horizontales N4 cos o sont équilibrées par un
anneau de bordure soumis a une traction uniforme. Comme l'allonge-
ment de cet anneau n’est pas en général égal a I'allongement du voile
le long du parallele d'appui, la coupole subira des flexions au voisinage
des appuis. Nous verrons au paragraphe 3.5 que les efforts de flexion
diminuent tres rapidement lorsqu’on s’éloigne de I'appui, de sorte qu’a
une distance suffisante de I'appui les formules précédentes donnent les
tensions avec une bonne exactitude.

La surcharge de neige donne les tensions :
1 1
NW:—ZqR, NZ:—ZqH’coqu)

N est un effort de compression constant ; N, est un effort de
compression si ¢ < 45°, et un effort de traction si ¢ > 45°.

3.3.2 Coupole d’égale résistance

Proposons-nous de déterminer I'épaisseur h et la forme de la
méridienne d’'une coupole de fagon que, sous I'effet du seul poids
propre, cette coupole (figure 16) soit soumise a une contrainte de
compression uniforme 6 ; nous devons avoir :

N1=N2=—Gh

Si A désigne le poids volumique du matériau constituant la
coupole, les composantes du poids propre sont :

pq=Ahsing, pp=0, p3=—Ahcos ¢

o

R

Figure 15 - Coupole sphérique
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Figure 16 - Coupole d’égale résistance

En reportant les valeurs précédentes dans la seconde
équation (34), nous obtenons le rayon de courbure de la méridienne :

_ ar 2.9
p= rcos ¢ —asin @ T A

- . 1 dr
a est une longueur ; nous en déduisons, puisque p = :

cosg do °

dr _ ar cos @
do rcos @—asin @
La solution de cette équation différentielle se calcule par intégra-
tion numérique a partir du sommet S (¢ = 0), en observant qu’en ce

point ou le second membre est indéterminé, nous avons, en vertu
d’'une remarque faite au paragraphe 3.3.1:

dr 2N, 2ch
(35) 0 (52), ., B
=0 s Jg=0

La cote z se calcule ensuite par intégration numérique :

dz _ _tg dr _ arsin ¢

de ®de = " Tcosg-asing

Enfin I'épaisseur h est déterminée par la premiére équation (34) ;
on aboutit ainsi a la formule :

zy-2
h = hyexp >

avec 2z cote dusommet,
hy épaisseur au sommet.

3.3.3 Réservoir demi-sphérique

Le réservoir demi-sphérique représenté sur la figure 17 est rempli
d’un liquide de poids volumique A jusqu’au niveau du
parallele CC’ (¢ = @g). Il est supporté le long du parallele AA’
(p=m/2). Le long du paralléle défini par z= R cos ¢, la pression
normale exercée par le liquide est:

AR (cos ¢ - cos @) si <@g
b= 0 si 0= @,

Calculons d'abord les tensions N; et N, dans la paroi mouillée
(¢ < @g) ; en utilisant la formule (36), ce qui revient a écrire que les
tensions Nq le long du paralléle DD’ équilibrent les pressions sur
la partie DBD’ du réservoir, nous trouvons :

1 22(1+cosq)+cosz(p)—3(1+cosq>)cosq)0
N, = = AR
6 1+ cos ¢

CALCUL DES STRUCTURES

Y

Figure 17 - Réservoir demi-sphérique

La seconde équation (34), qui s'écrit :
N7 + Ny = AR? (cos ¢ - cos ¢g)
donne ensuite N, :

,2(=1 +2cos @ +2cos?g)-3(1+ cos @) cos @,

N, = = AR

o=

1+ cos¢

Au-dessus de la surface du liquide (¢ =¢g), nous avons
N1+ N, =0 puisque la pression p est nulle, et nous trouvons :

1 2 (1-cos? @g) - 35sin? g, cos @,

— — 2
Ny = =N, = zAR 7o

Lorsque le réservoir est plein (¢g = ®/2), nous avons :

N :lAR21+cosq)+cosz(p N :lAR2—1+2003(p+20032(p
L] 1+ cos ¢ ] 1+ cos ¢
N, varie de %ARZ au fond B a %AHZ le long du paralléle AA’.
1

N, varie de — AR2 au fond Ba - 3 ARZ? |e long du paralléle AA’.

N| =

3.3.4 Réservoir métallique d’égale résistance

Proposons-nous de déterminer la méridienne d’'un réservoir en
téle mince d’'épaisseur constante h, contenant un liquide de poids
volumique A, dont la pression au point haut A et Azy, de fagon que
I’on ait en tout point du réservoir (figure 18) :

Ny =Ny=ch=N=Cte

En un point du réservoir situé a la distance z— zy au-dessous du
plan horizontal de A, la pression du liquide est :

p=Az

Le probléeme posé est identique au probleme de la recherche de
la forme d'une goutte d’eau reposant sur un plan horizontal. En
effet, les forces capillaires font qu’il se forme une surface mince a
tension uniforme qui enveloppe I'eau et 'empéche de s’étaler.

La premiére équation (34) est identiquement vérifiée ; en défi-
nissant la longueur a par a2 = N/A, la seconde équation (34) s'écrit :

1,5sine _

V4
p r a?
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On peut déterminer approximativement la forme du réservoir en
procédant de la fagon suivante. Au somment A du réservoir, les
rayons de courbure principaux sont égaux a pg=2 aZ/zo. Nous
pouvons donc prendre pour premier élément d’arc AA; du méridien
un petit arc de cercle de rayon pg ; nous en déduisons les valeurs ¢4,
ri etz en Aq;lerayon de courbure en A, est donné par la relation :

1 z;  sing,

P1 a? ry

et nous pouvons prendre pour deuxieme élément d'arc A1A, du
méridien un petit arc de cercle de rayon p, et ainsi de suite.
L'approximation est d’autant meilleure que les éléments d’arc sont
plus petits.

Unréservoir ainsi déterminé est d'égale résistance tant que la pres-
sion en Areste égale a Azy. Pour toute autre valeur de cette pression,
Nq et N, varient le long des méridiens. L'équilibre du réservoir
nécessite alors des efforts tranchants le long du parallele
d’appui DD’ ; par suite, la paroi du réservoir supporte des efforts de
flexion au voisinage de ce paralléle.

3.3.5 Voiles coniques

Il n"est plus possible de prendre ¢ pour variable ; nous définirons
donc la position d'un point A du voile par I'angle 6 et par la

distance s = SA du point A au sommet du céne (figure 19).

| |
| |
-
o
S

ﬂs\h
Y

ik

o

Figure 18 - Réservoir métallique d’égale résistance

@)

Q
%3

Figure 19 - Voile conique
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Soit o le demi-angle au sommet du cone, compte tenu des
relations :
T

¢0=5-0,

7 r=ssino, p=o0

les équations d’équilibre (33) se réduisent, le voile étant soumis a
une densité de force ayant la symétrie de révolution, aux deux
équations :

d6ND oy ps =0
ds 2+ P18 = (40)
N, = p3stga

Compte tenu de la valeur de N,, nous pouvons remplacer la
premiére équation (40) par I'équation :

d(sNy)

g5 - (pstgo—-pg)s (41)

Enfin, les équations (39) se réduisent aux deux équations suivantes
qui permettent le calcul des composantes u et w du déplacement :

du _ e

gs - &

ds (42)
usino+wcoso = e,ssino

Par exemple, dans le cas d'un réservoir conique (figure 20), la
pression du liquide de poids volumique A le long du paralléle
d'abscisse s est:

p3=A(sg—s)cosa
L'équation (41) s’écrit donc:

d(sN;)

———— = As(sg-Ss)sina
ds (sg-s)

En intégrant et en déterminant la constante d’intégration de facon
que N, soit nul pour s = sg, nous trouvons:

~ A(sB—s)Z(sB+ 2s)

sin o
6s

N, =

La tension N, est donnée par la seconde équation (40) :

Ny =As(sg—s)sino

Figure 20 - Réservoir conique
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3.4 Voiles soumis a une densité
de force quelconque

3.4.1 Recherche de la solution générale
des équations d’'équilibre

Nous allons chercher la solution des équations d’équilibre (32)
sous forme de séries trigonométriques :

Fo(@)+ Y Fo(¢)cosnb+ Y Fn () sin n®

n=1 n=1

N

N,

Gy (@) + Y, G,(9)cosnB+ Y G, (¢) sin n®

n=1 n=1
Niy = Hy(@)+ Y H,(¢)sinnb+ Y H, (¢) cos n®
n=1 n=1

Pour cela, développons les composantes de la densité de force
appliquée au voile en séries trigonométriques :

P1o(@+ Y, P1,(9)cosnb+ > py. () sinnd

pq=
n=1 n=1

P2 = Py (@)+ X Pan(®)sinnd+ Y p, (¢)cosnd
n=1 n=1

D3 = D3 (@) + Y P3,(@)cosnb+ Y py (@)sinnd

n=1 n=1

Les composantes (Fy, Gy, Hg) du tenseur tension, dues a la
densité de force (pqg, P2g, P3g) indépendante de 6, se calculent au
moyen de deux intégrations, comme il a été ditau paragraphe 3.2.1.2.

Si I'on reporte les développements dans les équations (32) et si
I'on pose :
R,
k= —
R,
on trouve que les fonctions F,, G, et H, sont des intégrales du
systeme différentiel :

, k
F/ +(1+k)F,cotgo+ sir:up H,+(py, —P3,cOtg®)R; = 0
, n n (43)
s SN F,+2kH, cotg (p+<p2n——s—iﬁ——(ap3n) R, =0

Fo+ kG, = p3, Ry

et que les fonctions F,, G, et H, sont des intégrales du systéme
différentiel, qui ne differe du précédent que par le changement
denen-n:

=, — k — — —
Fo+(1+k)F, cotgop-— Sir:”PHn+(p1n—p3ncotgq))/-'i’1 =0
o n = o — n - B (44)
H - Sng F,+2kH, cotg (p+(p2"+mp3n) R1 =0
Fn+kan =E3nR1

A I'exception de certains types particuliers de voiles, les voiles
sphériques par exemple, l'intégration formelle des systemes (43)
ou (44) n'est pas possible. Dans le cas général, il faudra recourir a
des méthodes d’intégration numérique pas a pas.

CALCUL DES STRUCTURES

3.4.2 Voiles sphériques

3.4.2.1 Intégration des équations d’équilibre
Dans ce cas ou k=1, si I'on pose :
Y,=F,+H,, Z,=F,-H,

les deux premiéres équations (43) fournissent deux équations
différentielles linéaires du premier ordre, dont les intégrales
générales sont :

_ ltg(e/2)1°"

Y
sinZ¢
c RJQ . n+eose  Vinzg(tg2) d
[ 17 % Pin pzn_ sin(p P3n (ORmie] 2 ‘P}
7 - g e/2)1" (45)
"7 sin2
)
¢ -n
_ _ n-cos¢ in2 2
[Cz wao<p1n Pon+ P p3n)sm cp(tgz> dgo}

De méme, si I'on pose dans les deux premiéres équations (44) :

Y,=F,+H,, Z,=F,-H,
on trouve que Y, et Z, sont encore donnés par les formules (45

a condition de changer nen - n.

G, est ensuite donné par la derniére équation (43) et G, par la
derniére équation (44).

3.4.2.2 Coupole sphérique soumise a la pression du vent

Reprenons la coupole représentée sur la figure 15. La pression
exercée par un vent soufflant dans la direction Ox est normale a la

N
surface. Si o désigne I'angle de Ox et de la normale k a la surface,
le vent exerce sur la coupole une densité de force de composantes :

p1=0, pp=0, p3=pcoso=psin¢coso

La face au vent est soumise a une pression, et la face sous le
vent est soumise a une dépression.

Le développement en série de Fourier de p3 se réduit au seul
terme n=1. En reportant les valeurs pjy =py1 =0 et p3;=psin¢
dans les formules (45) et en effectuant les intégrations, nous
trouvons :

1+ cos¢ 1

Y, = ———=| C,-pR[cos¢ — = cos3

T sindg [1 P ( ?73 (pﬂ
1-cos¢o 1

Zy = ————X| C. R|{cos¢ —= cos3

' sindg [2+p ( ?73 (p)]

Les tensions N; et N1, ont alors pour expressions :

Ny = 2 (Y,+2) 0080, Nip=2(Y,-Z)sin6

soit:
_ cos®H
T sinde
1 1 P 1 4
7(C1+Cz)+—2-(C1—CZ) cos ¢— pR|{ cos? ¢ -z costo
N.. = sin
127 §ind ¢

[%(Q—CZH%(Q +C,) cosq)—pR<cos (p—%cos3(p>]
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Nous déterminons les constantes Cq et C, de fagon que les ten-
sions N, et N4, soient finies pour ¢ = 0 au sommet S de la coupole ;
en effectuant des développements limités, nous trouvons :

2
C1=*C2=§pH

Il est intéressant de remarquer que les équations d’équilibre d'une
petite calotte sphérique de centre S conduisent au méme résultat.

Compte tenu des valeurs de C; et de C,, nous obtenons les
tensions :

1 sin @ cos @ (2 + cos @)

N, = §pl? 1+ cos )2 0s 6
i 2
N, = —1-pR sin ¢ (2 + cos @) sin6
3 (1 + cos ¢)2
1 sin @ (3+4 cos ¢ + 2 cos2 )
N, = §pl%’ (17 005 9)2 cos 6

La valeur de N, se déduit de I'équation :

N;+ Ny=p Rsin¢cos9

3.4.3 Voiles coniques

3.4.3.1 Intégration des équations d’équilibre

En conservant les notations définies au paragraphe 3.3.5, les équa-
tions d’équilibre (33) s’écrivent :

a(sNy) 1 8N12_

ds sina 99 N2*tPis=0
A(sNyy) 1 N
ds sing 90 T M2+ pes=0 (a6)
Ny =p3stga

Nous allons chercher la solution des équations d'équilibre sous
forme de séries trigonométriques :

Fo(s)+ Y, F,(s)cosnb+ Y Fn(s) sin nd

n=1 n=1

N,

N,

Gy(s)+ Y G,(s)cosnb+ Y Gy (s)sinnbd

n=1 n=1
Nip = Hy(s)+ Y, H,(s)sinnB+ H, (s) cos n®
n=1 n=1

Pour cela, développons les composantes de la densité de force
appliquée au voile en séries trigonométriques :

p1 = Pip(8)+ D py,(s)cosnb+ Y pq,(s)sinnd

n=1 n=1

Pao (8)+ Y Py, (s)sinn+ Y P, (8) cos nd

n=1 n=1

P

oo oo

P3g(8)+ Y. P3,(s)cosnb+ Y p3,(S)sinnd

n=1 n=1

P3

Les composantes (Fy, Gg, Hg) du tenseur tension, dues a la densité
de force (p1g, P2, P3g) indépendante de 6, se calculent au moyen
d'une seule intégration par la méthode donnée au paragraphe 3.3.5.

Si I'on reporte les développements dans les équations (46), on
trouve, en tenant compte des valeurs :
Gn: P3,stga, én = 53,731290(

que les fonctions H, et F, sont les intégrales de deux équations
linéaires du premier ordre, dont les intégrales générales sont :

S
1 n Py
Hn = ?{Qn*fso(mpan*pz")s "5]

S
1 n
F, = —S-{CZH+J [(p3ntg(x—p1n)s——————-sina Hn}ds}

So

(47)

et que les fonctions ﬁ,, et ?,, sont les intégrales de deux équations
linéaires du premier ordre dont les intégrales générales sont :

s
& 1= n - =\
Hn = ?[CM ‘J(m Pan* Pzn)s ds]

s
— 1 —_ —_ —_ —_
F, = —s-{CZn+j [(p3ntga—p1n)s+ sirr:oc Hn}ds}

(48)

So

Nous avons ainsi obtenu la solution générale des équations (46) ;
bien entendu, on ne calculera pas N, par son développement en série
de Fourier, puisque N, est donné par la derniére équation (46).

3.4.3.2 Effet d'un séisme sur une coupole conique

Considérons la coupole conique, représentée sur la figure 21
appuyée le long du parallele AA’ (axe Ox) et limitée supérieurement
par le paralléle BB’. Un séisme d’accélération y=Ag (g accélération
de la pesanteur) dirigé suivant Ox a pour effet d’appliquer au voile
une densité de force g =Ap (p poids propre du voile) dirigée
suivant Ox. Cette densité de force a pour composantes :

pq=gqsin o cos 6
pp=-gsin®
p3 = qCcos o cos
Nous avons donc :
p11=gsino, py =-gq, pP31=qgcosoa
et les tensions N et N1, ont pour expressions :
N;y=F;(s)cos®, Nqip=Hq(s)sinb

[A

Figure 21 - Coupole conique
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Les fonctions H4 (s) et Fq (s), données par les formules (47), ont
pour expressions :

1 2
H,(s) = ?<C1 +§qs3>

-1 (12 G
Fe = [szsinoc<3qs 7—5—)]

Nous déterminons les constantes Cq et C, en écrivant que N,
et Nq1o, donc Hq (s) et Fq (s), s’annulent sur le parallele supérieur
§=sg; nous trouvons ainsi :

2
2 3 Sp
Gi=-39%: G=dgry

Les tensions dans le voile ont donc pour valeurs :

(s—5g)%(s+2sg)
— = "¢

N, =-q 0s 6

3sZsina
N, = gsin o cos 6

2 si-s;
N12:§q ps sin

3.5 Flexion symétrique
des voiles de révolution

3.5.1 Equations d’équilibre

Lorsque la densité de force appliquée au voile posséde la symétrie
de révolution (p, nul, p; et p3 ne dépendant pas de ), I'état de
contrainte du voile est défini par:

— les tensions normales N; et N, s’exercant sur les sections
dirigées suivant un paralléle et un méridien ;

— l'effort tranchant Q4 s’exercant sur une section dirigée suivant
un parallele ;

— les moments fléchissants M, et M, s’exer¢ant sur les sections
dirigées suivant un paralléle et un méridien.

Les composantes Nq, N,, Q;, M, et M, sont des fonctions de ¢.

L'équilibre des forces et des couples appliqués a un élément du
voile compris entre deux paralléles et deux méridiens infiniment
voisins se traduit par les deux équations vectorielles :

0 > 2 I > 2

W[(N,l —Cl,k)rde]d(p+£(N2/pd(p)de+(p,l +psk)rpdedé =0
2 2 d g 2
W(— M, j rde)d(p+%(M2/ pde)de+ 0,/ rpdedd = 0

En effectuant, grace aux formules (30), les dérivations, nous
trouvons que les relations vectorielles précédentes sont équivalentes
aux trois équations d’équilibre :

d(rN;)
a0 -pNycoso—rQ;+pyrp =0
d(rQ
rN; + pN, sin ¢ + (d(p1) —pgrp =0 (49)
d(rM,)
d—(p_pMZ coso-rpQ; = 0
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que I'on peut également écrire en faisant intervenir les rayons de
courbure principaux Ry et R, :

dn
R, sin(p—dTpl+H1(N1—N2) cos ¢ — Q; R, sin ¢
+pRRysing = 0

dQ
(RyN; + RyN,)sing + R,sing d(p1 +Q,R,cos ¢ (50)

- p3R,Rysing = 0

_odM,
R, sin @

do + Ry (M;-M,) cos ¢- QR Ry sing = 0

Les trois équations d’équilibre sont évidemment insuffisantes
pour déterminer les cing fonctions inconnues.

3.5.2 Calcul de I'état de contrainte,
connaissant les déplacements

3.5.2.1 Formules préliminaires.
Rotation de la tangente au méridien

Le déplacement d'un point de la surface moyenne du voile est
défini par ses deux composantes u (¢) et w (). Les dilatations e,
et e, suivant le méridien et suivant le paralléle sont, d’apreés les
équations (39) :

e. - L(du \_ 1 (du
' p\de © Ry \de

e, = l(ucosq>+ wsing) = l(ucotg(p+ w)
r R,

(51)

N

Calculons la rotation  autour du vecteur j de la tangente au
—

méridien pendant la déformation. Un élément d’arc AB du méridien

—
devient A’B’ apres déformation :
— >
AB = pide
AB = (p+34, )7 aw_ %
A'B’ = <p+ dq>+W)ld(P+(d(p u) kdo
En évaluant de deux facons différentes le produit vectoriel des
— —
vecteurs AB et A'B’ :

AB AAB = pz)“?d(p2 = - p(%—‘(/:—u) /?d(p2

nous trouvons :

1 (dw 1 (dw
=——|5—=-u|=-—=(5=-u (52)
* p (d‘P ) R (d‘P )
Il existe une importante relation entre les trois fonctions e4, e,
et x qui ne dépendent que de u et w:

¢ R, de, (53)
X = (31—92)009<P—'§1‘—d—(p—

3.5.2.2 Expressions de N, N,, M, et M, en fonction de uet w

Soit h I'épaisseur du voile, qui, par hypothése, est petite devant
les rayons de courbure principaux R; et R,. Apres déformation, les
rayons de courbure principaux deviennent R, + 3R et Ry, +dR,;
les variations 8R4 et 3R, sont supposées petites.
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A la distance z (|[z| <1/2 h) de la surface moyenne, la
dilatation eq (z) suivant la direction du méridien a pour valeur :

(Ri+3R,+2z)d(9+y%)— (R +2)do
(Ry+2)do

e,(z2) =

soit, en négligeant des quantités trés petites :

R
1, dx

e1(2) = Ri+z do

En éliminant R4 entre I'équation précédente et la relation :

3Ry dy
e, =6€,(0) = —+=%£

1 1 R'I d(p
nous obtenons |'expression suivante de eq (z) :

oz A
Ri+z ' Ri+zdg

e,(z) =
A la distance z de la surface moyenne, la dilatation e, (z) suivant
la direction du paralléle a pour valeur :

(Ry+38Ry+2z)sin(¢+y)dB—(R,+2)singdd
(Ry+2z)singd6

e,(2) =

soit, en négligeant des quantités trés petites :

3R,
e,(2) = m + ycotg @

En éliminant 3R, entre I'équation précédente et la relation :

R,
e, = e,(0) =

+ycotg @
2

nous obtenons I'expression suivante de e, (z) :
R
2 z
e,(z) = =——e,+5—— cot
2( ) ) 2 R2 +z X go

Les contraintes normales o4 (z) et 6, (z) sont données par les lois
de I'élasticité (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans le présent
traité) :

64(2) =

TV [eq(2)+ve,(2)]

02(2) = = [0y (2) +ve, (2)]

1
Enfin, N1, N,, M, et M, sont donnés par les formules (1) et (2) :

1/2h 1/2h
z z
N; = 11/2'701 (z)(1 +ﬁ1-)dz, N, = f_1/2h02(2)<1 +—R—2—>dz

1/2h

1/2h
M, :—f 201(2)(1+Ri>dz, Mzz—f
. _

z
ioh zo‘z(z)<1 +—>dz

1/2h R,

En effectuant les calculs indiqués précédemment, et en négligeant
toujours des quantités trés petites, nous trouvons, K et D désignant
la rigidité de membrane et la rigidité de flexion du voile :

3
K = Eh D= Eh (54)
1-v2 12(1-v2)
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les formules :
N; = K(e;+vey)

N, = K(e,+vey)

1 dxy v
-_p( L ZX_ Vv 55
M, D<R1 d(p+szcotgq>) (55)
M. =—D<ixcotg(p+Lﬂ)
2 R, R, do

En remplacant dans les équations (55) eq, e, et x par leurs
expressions (51) et (52), et en accentuant, pour simplifier I'écriture,
les dérivées par rapport a ¢, nous obtenons les équations :

_ u'+w__ ucotgo+w
N, = K( R, +V R, )

_ ucotg o+ w u'+w
N2_K( R, +V R, )

p| - w-u g w-u cot
R, \ R, Ry \ R, 9
1 (w'-u v (w'-uY
o[ 7; (5 oo (5 |
Les équations d’équilibre (50) et les équations (56) forment un
systeme de sept équations différentielles linéaires permettant,

compte tenu des conditions aux limites, de déterminer les sept fonc-
tions inconnues Nq, Ny, M4, M5, Qq, u et w.

(56)

M,

M,

3.5.3 Calcul des efforts de flexion

3.5.3.1 Principe de la méthode

Considérons (figure 22) un voile appuyé le long du paralléle
AA’ (p = ¢g) et soumis a la densité de force de composantes :

p1=p1(9), p2=0, p3=p3(e)

Nous pouvons appliquer a ce voile lathéorie de la membrane (8§ 2).
Nous trouvons ainsi des tensions N () et N> (¢) , et nous pouvons
calculer les déplacements correspondants u () et w (¢). Nous en
déduisons, au moyen des formules (51) et (52), les dilatations
e, () et e, (¢) etlarotation ¥ (¢) de latangente au méridien ; les
deux derniéres formules (55) donnent alors les moments fléchissants
M, (¢) et M, (¢) résultant de la déformation de membrane. Il est
aisé de voir que le rapport des contraintes normales dues aux

moments M, et M, aux contraintes normales dues aux tensions N,
et N, a pour ordre de grandeur h/R,, donc est trés petit; aussi

pouvons-nous négliger les moments fléchissants M, (¢) et M, (¢),
de sorte que /a solution de membrane est une intégrale particuliere
des équations de la flexion.

Mais la solution de membrane ne permet pas en général de
satisfaire_aux conditions aux limites le long du parallele d’appui,
puisque w (¢,) et w’(¢y) ont des valeurs bien déterminées. Nous
devrons ajouter a I'état d’équilibre de membrane un état d’équi-
libre de flexion d(i @ une densité de couple yg et & une densité de
force de composantes pqy et pzg appliquées le long du paralléle
d'appui. Cet état d’équilibre de flexion est défini par les sept fonc-
tions Nj (o), Ny (o), Mq(9), My (@), Q1(¢), ul(e) et w(p) qui
vérifient les équations (56) et les équations d’équilibre rendues
homogénes (pq = p3=0).

Nous avons :
Yo=M1(9g), p1o=N1 (o). p3o=-Q1(9p)
et, ces forces étant en équilibre, nous avons :

P10 SiN @g — p3p €0s §g = N1 (g ) sin g + Q1 (@g) cos 9o =0 (57)
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Figure 22 - Densité de force appliquée a un voile de révolution
appuyé le long du paralléle AA’

L'état d’équilibre de flexion dépend donc de deux parametres que
I'on détermine par les conditions aux limites le long du paralléle
d’appui.

Exemple

Si le voile est encastré le long de AA’, nous devons avoir :
W(Qg)+W(py) = 0, W’ (9g)+w(py) = 0

ou, ce qui revient au méme d'aprés les formules (51) et (52) puisque
ulpg) =0:

Ez (9g) + €, (9g) = O, y((Po)"'X((Po) =0

Si le voile est articulé le long de AA’, nous devons avoir :
g2 (@) + €5 (9g) = 0, M1 (Qg) = 0

Finalement, I'état d’équilibre du voile est défini par les tensions
N, (@) et Ny (9), et les moments fléchissants L, (¢) et M, () :

Ni(@) = Ny(@)+ Ny (@), My (9) = My (9)
Ny (@) = Ny (9)+ Ny (@), My(9) = My (9)

Nous sommes donc ramenés a chercher I'état d’équilibre de
flexion du voile soumis a des forces de bordure en équilibre.

3.5.3.2 Flexion du voile soumis a des forces de bordure

Il suffit de déterminer les huit fonctions N4, Ny, My, M5, Q4, €4,
e, et x, puisque les équations (51) permettent ensuite de calculer u
et w. Ces huit fonctions vérifient les équations d'équilibre (50) ren-
dues homogeénes (p; = p3 = 0), I'équation (53), et les équations (55).
Montrons que six de ces huit équations permettent d’exprimer les
huit fonctions a I'aide des deux seules fonctions y et y = Q1R,. En
effet :

— les deux derniéres équations (55) donnent M, et M, en fonction
de x;

— les deux premiéres équations (50) permettent d’exprimer N,
et N, en fonction de y ; en éliminant N, entre ces deux équations,
on trouve :

E‘%(MHZ sin2¢+ Q,R,sin¢gcos¢) = 0

donc, la constante d’intégration étant nulle d’aprés la formule (57) :

(N1sino+ Qqcos¢)Rysing=0
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la seconde équation (50) donne ensuite N, ; nous obtenons ainsi
les relations :

1 dy

N1=—Ri2wcotg(p, N2=_R_1% (58)

— en résolvant les deux premiéres équations (55) par rapport
aeq et a ey, et en tenant compte des valeurs (58), nous trouvons
les formules :

1

KA

(Lwcotg(p_Ld_w
R, R, d¢

(59)
1

e = ‘m(ma‘ﬁ:“’“‘”

Il suffit alors, pour obtenir les deux équations différentielles véri-
fiées par les deux fonctions y et y, de reporter les valeurs de M,
et de M, dans la derniére équation d'équilibre (50) et de reporter
les valeurs (59) de e et de e, dans |'équation (53). En définissant
I'opérateur £ de Meissner qui fait correspondre a la fonction F la
fonction :

1 [Ryd2F [d (R2\ R; dF
L(F) = R—1{—1—2+{—(R—1>+R—100tg(p do
(60)
—ﬂFcotgz(p
R,

les équations différentielles vérifiées par ¢ et y s’écrivent
simplement :

i(x)—ﬁ:x:——;—w o
55(\V)+RL1\V = K(1-v2)y

En éliminant y entre ces deux équations, nous voyons que y est
une intégrale de I’équation linéaire et homogéne du quatrieme
ordre :

v L), v Ka-vz) 2|, _
L (1) v&E(R1)+R1§£(x)+{ ) Rf x =0 (62)
Connaissanty, on calcule y au moyen de la premiére équation (61).

Les quatre constantes d’intégration sont déterminées par les
conditions aux limites. Par exemple, dans le cas du voile de la
figure 22 :

(@) +%(9o) = 0, €,(g)+e,(0g) =0
N1 (¢q) =0, M1 (0) =0
L'équation (62) se simplifie lorsque Ry est constant, c’est-a-dire

lorsque la surface du voile est un tore, une sphére, un céne ou un
cylindre ; dans ce cas, en posant :

po o KOvh 1120 1
b R? h R?
I’équation (62) se réduit a:
LL(x)+M4yx =0 (63)

dont lI'intégrale générale est une combinaison linéaire des intégrales
des deux équations :

L(x)xir2y =0
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Ces dernieres équations peuvent, dans certains cas, étre intégrées
au moyen de fonctions spéciales : fonctions hypergéométriques
dans le cas de la sphére, et fonctions de Kelvin dans le cas du cone.

3.5.3.3 Solution approchée de Geckeler

Dans le dessein d’obtenir une solution approchée, nous étudions
le cas simple d’un cylindre limité par deux paralleles AA" et BB’
(figure 23) ; soit a le rayon du cylindre, et s et s’ les distances d'un
point du cylindre aux plans des paralleles AA’ et BB’.

Les équations d’équilibre (50) rendues homogénes s’écrivent,
dans le cas d'un voile cylindrique :
dn, do, dm,

gs =0 Merage =0 5

-Q,=0
Nous pouvons donc exprimer Nq et N, en fonction de y = aQ; :
d
Ny=C Ny =-5F

Nous en déduisons les expressions de eq et e, en fonction de y :

N;-vN, 1 dy
e, = = v —
K(1-v2)  K(1-v2) ds
N,-VvN
e, = 2 LIy ! d——-w+vC
K(1-v2) K(1-v2)\ds
Enfin, les deux derniéres équations (55) se réduisent a:
- _pdr - dx
M1_—Dds, MZ_—des
En reportant la valeur de M, dans la derniére équation d’équilibre
de
et la valeur de e, dans I'équation (53) qui se réduit a x = — ad—sz,
nous trouvons les deux équations différentielles :
d?y _ 1 d2y _ K(1-v?)
ds2 = aD " ds?2 ~ a x
Eliminons v entre ces deux équations ; en posant :
4 = KQa-v?) _ 3(1-v?)
4Da? a2h?
nous trouvons I'équation différentielle :
4
9% L ayiy =0 (64)

ds4

B 8’
4l
a
ol
SR S —
A A

Figure 23 - Cylindre limité par deux plans paralléles
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L'intégrale générale de I'équation (64) peut s’écrire :
x(S) = e ¥S(Acosys+ Bsinys)+e 1S (A’ cosys’+B’sinys’)

Les constantes sont déterminées par les conditions aux limites
pour s=0et s"=0.

La fonction y (s) est la somme de deux fonctions :
%1 (s)=e"Y (Acosys+ Bsinys)
X2(S) = e ¥ (A’cosys’+B’sinys’)

qui représentent des oscillations amorties dont lalongueur d’onde L,
définie par YL =2mn, a pour valeur :

[ = 2 _ 2n Jah

TooABa-v?)
L est d'autant plus petit que le voile est plus mince ; les relations :

Xq(s+1L) _ Yo (8" + L) B —anL
X1 (8) X2(8") 535,5

montrent que la fonction yxq (s) devient négligeable dés qu’on
s’éloigne du bord AA’, et que la fonction y, (s”) devient négligeable
des qu’on s’éloigne du bord BB’. On peut donc déterminer A et B
au moyen des conditions aux limites pour s=0, et A’ et B’ au moyen
des conditions aux limites pour s’ =0.

Lorsque le voile est mince, L est petit, et la fonction x =% + %>
varie trés rapidement. La dérivée dy/ds est donc grande devant y.
De méme, la dérivée seconde d?y/ds? est grande devant dy/ds.
L'approximation de Geckeler consiste a supposer que les résultats
précédents sont valables pour un voile de forme quelconque. Dans
ces conditions, nous pouvons, dans |'opérateur de Meissner (60),
ne conserver que le premier terme, qui contient la dérivée d’ordre
le plus élevé, donc prendre :

2 2
R7 do ds

sdésignant I'abscisse curviligne du méridien, comptée positivement
a l'intérieur du voile a partir du paralléle de bordure.

Cette approximation est cependant soumise a la restriction
suivante : I'angle ¢ doit étre assez grand pour que cotg ¢, qui figure
dans 'opérateur de Meissner, ne soit pas trop grand. Les résultats
sont satisfaisants dés que ¢ dépasse 30°.

L'approximation de Geckeler permet d’écrire I'équation (63) sous
la forme :

2d4y
R +Ay =0
2 ds4 X
et, puisque dans I'expression de A4 le terme 1/R$ est négligeable
devant 12 (1-v2)/h2, en posant :

3(1-v2
y4 = ( h )

h2 R
I’équation différentielle vérifiée par la rotation x est identique a
I"équation (64) relative aux voiles cylindriques. Donc :

Pourvu que ¢ ne soit pas trop petit, les déformations d'un
voile de révolution au voisinage d'un paralléle de bordure, sous
I'effet des réactions appliquées le long de ce paralléle, peuvent
étre assimilées aux déformations d’un cylindre de révolution
ayant pour rayon le rayon de courbure principal R, du voile le
long du paralléle de bordure.
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Au voisinage du parallele d’appui, la rotation est de la forme :
x (s)=e""(Acosys+ Bsinys)
Nous en déduisons les expressions de M et de e, :

M, (s)=yDe " [(A- B) cos ys + (A + B) sin ys]

e YS[(A+ B)cosys—(A-B)sinys]

1
e,(s) = YR,

Nous pouvons donc écrire facilement les conditions aux limites
données au paragraphe 3.5.3.1, pour déterminer les constantes A
et B.

Lorsque le voile est encastré le long du paralléle d'appui, nous
obtenons :

A+%(0) =0, A+B+2YR,e,(0)=0

et lorsque le voile est articulé le long du parallele d'appui, nous
obtenons :

A-B=0, A+B+2yR,e,(0)=0

Remarque : lorsque I'angle ¢ est plus petit que 30°, on peut
obtenir une solution approchée en assimilant, au voisinage du
paralléle d’appui, le voile au céne circonscrit le long du paralléle
d’appui.

4.1 Notations et formules préliminaires

Un point A d’un voile cylindrique situé a l'intersection d'une
génératrice (G) et d'une section droite (I') est défini par

I'abscisse x = AyA sur (G), comptée a partir d’'une section droite
T~

(T'p) et par I'abscisse curviligne s = Ay A sur (T') comptée a partir
d’une génératrice (Gy) (figure 24).

Il est parfois intéressant de substituer a la variable s I'angle 6 des
normales au voile en A} et A. Si a est le rayon de courbure de (T)
en A, nous avons ds = a do ; aest un nombre algébrique, positif dans
le cas de la figure.

Figure 24 - Triédre lié a un voile cylindrique
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Au point A est lié un triédre trirectangle direct, dont les vecteurs

> > —
unités i, j et k sont dirigés suivant (G), suivant la tangente a (T)
et suivant la normale a la surface. Nous retiendrons les formules :

7 7 Y
=0 -0 ax 0

(65)
> - - - >
9 _ g 9 __k 9k _ |
ds ds  a' Js  a

-> > —
Nous désignerons par p, g et rles composantes suivanti , j et k
—
de la densité de force @ appliquée au voile :
— > - —
® =pi +qj +rk
La déformation du voile donne au point A un déplacement
—, - ) > = —
AA’ = 8A dont les composantes suivant i, j et k seront
désignées par u, vet w:

— - - —

N
3A = AA’ = ui +vj +wk

4.2 Voiles cylindriques non fléchis
(théorie de la membrane)

4.2.1 Equations d’équilibre

L'état de contrainte du voile est défini par les composantes N,
N, et N,, du tenseur tension.

Ecrivons I'équilibre des forces appliquées a un élément ABCD du
voile compris entre deux sections droites et deux génératrices infi-
niment voisines (figure 25) ; nous obtenons I’équation vectorielle :

J g 2? J g 2 > 2 -
W(N“ +N12/)+£(N121 +Ny,j)+pi +qj +rk =0

qui, compte tenu des relations (65), est équivalente aux trois
équations :

IN, 9N,

ox *Tas PO
ANy, N, (66)
ax " 9s t9=0

N, = ar

""a

C

Figure 25 - Forces appliquées a un élément de voile cylindrique
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Si I'on choisit x et & pour variables, les équations d’équilibre
s'écrivent :

IN; 1 9Ny
ax "z e PO
Ny, 1 N, (67)
ax Taae t9° 0
N, = ar

Les équations d’équilibre s’intégrent aisément; en considérant
par exemple les équations (67), nous obtenons successivement :

N, = ar
N fx 19N a)daxsF
2=~ )17 98 +qg|dx+ F(0) (68)
N, = - fx 19Nz N axs 6o
1 o\a a6

Les fonctions F(B8) et G(0) sont déterminées au moyen des
conditions aux limites sur les bords du voile.

4.2.2 Exemples
4.2.2.1 Tube horizontal circulaire
rempli d’un liquide de poids volumique A

Si pg désigne la pression du liquide sur I'axe du tube (figure 26),
ona:

p=0, g=0, r=pg—Aacos®
Les relations (68) donnent :
N, = pg a-Aa®cos 6
Ny =-Aaxsin 6+ F(6)
Ny = 3 Ax2cos0- X F'(0)+ G(0)

Supposons le tube supporté a ses extrémités par deux raidisseurs
(tympans) infiniment rigides dans leur plan et infiniment souples per-

pendiculairement a leur plan ; Nq doit étre nul pour x=0et x = ¢,
donc G (0) est identiquement nul et :

F’(0) = %Aaé’cose
soit, en intégrant :
F(6) = %Aa€sin9
0 7 z

Figure 26 - Tube horizontal circulaire rempli d’un liquide

En effet, la constante d'intégration C est nulle, sinon le tube
serait soumis a un couple de torsion 2 ©t a?C;on peut aussi le voir
en écrivant que N, est, par raison de symétrie, nul dans la section
médiane x = 1/2¢.

Finalement, nous obtenons la solution :

N; = - %Ax({’—x)cose

N, = pya-Aa?cos 6

Ny, = Aa(%—x) sin @

Les tensions de cisaillement, qui ne sont pas nulles pour x=0
et x = €, sont reprises par les raidisseurs d’appui.

4.2.2.2 Voile cylindrique horizontal demi-circulaire

Le voile est supporté a ses extrémités par deux tympans
(figure 27). En prenant I'origine des axes dans la section médiane,
N, doit étre nul pour x = {etx = - (.

Le poids propre, de densité constante @, conduit a la solution :

2_x2
N, = —tﬁ——————-€ X" cos @
a

N, = - ®macos 6

N, = - 2®Gx sin 6
Sur les sections extrémes du voile, Ny =0 et N4, est repris par

les tympans.

Sur les bords longitudinaux (6 =+ n/2), N, =0, mais N, #0; si

le voile n’est pas trop long (£ < a), on peut admettre que les tensions
de cisaillement sont équilibrées par des membrures longitudinales
renforcant les bords du voile et travaillant a la traction.

Une surcharge de neige de densité constante © " rapportée a l'aire
de la projection horizontale du voile conduit a la solution :

2_ 2
Ny = - %m’u(cosze—sinze)
N, = - ®’acos?6
N;, = - 3®@’'xsin 6 cos 8

La tension N, est encore nulle sur les bords longitudinaux du
voile ; la raison en est que la pression normale r=-®" cos” 6 est
nulle sur les bords longitudinaux ; il n’en serait plus de méme pour
d’autres sollicitations, le vent par exemple, donnant lieu a une
pression normale non nulle le long des bords longitudinaux.

Si I’'on veut que N, soit nul le long des bords longitudinaux quelle
que soit la densité de force appliquée, il faut et il suffit, en vertu de
la troisieme équation d’équilibre (66), que le rayon de courbure a
de la section droite soit nul le long des bords longitudinaux. C'est
la raison pour laquelle on a réalisé des voiles dont la section droite
est une cycloide d’'équations paramétriques :

x=R(20+sin20), z= R(1+ cos26) avec —n/2<6<m/2

Z £z

Figure 27 - Voile cylindrique horizontal demi-circulaire
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Si la théorie de la membrane fournit des résultats corrects pour
les voiles fermés (tubes), il nen est pas de méme pour les voiles
ayant des bords longitudinaux libres. Un tel voile ne peut étre
autoportant que si N, est nul le long des bords libres ; mais, méme
dans ce cas, il y a en général incompatibilité des déformations du
bord du voile et de la membrure destinée a reprendre les
tensions N5, I'un étant comprimé et I'autre tendue. Il est donc
indispensable de faire intervenir la flexion du voile pour obtenir
une méthode de calcul correcte des voiles autoportants.

4.2.3 Calcul des déformations et des déplacements

Les composantes e4, e, et g4, du tenseur déformation résultent
des lois de I'élasticité :

1
e, = E(M -vN,)

e, = #(NZ—VNQ (69)
2(1+v
2gq; = '—(‘E-TlNu

Par ailleurs, il est facile d’exprimer les composantes du tenseur
déformation en fonction des composantes du déplacement. Si I'on

— -
considére en un point A du voile deux éléments AB = i dx et

AC = jds, ces éléments deviennent, aprés déformation :

TR u \ > v ? ow 7

A’'B _<1+W> dx+axjdx+ X k dx

AT = 287 dse (1490 W) a5 s (9% - )R as
Js ds a Js a

Nous obtenons donc, en utilisant la méme méthode qu’au
paragraphe 3.2.2.1, les formules :

Ju

o1 ox
v w

€= 55+ (70)
Ju . Jv

2912 = 55 Ox

4.2.4 Equations d’équilibre écrites
en fonction des déplacements

Nous déduisons facilement des équations (69) et (70) les relations :

Ju v w
N, = K[WJrV(EJr?)]

v w Ju
= —_— — 71
N, K(as+a+vax) (71)

1 2
Ny = 5 KQ1 “”(TZ*%)

dans lesquelles Kest la rigidité de membrane du voile [formule (54)] :

Eh
1-v2
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En reportant les valeurs (71) dans les équations d’équilibre (66),
nous obtenons le systéeme d’équations suivant, dans lequel les
fonctions inconnues sont les composantes du déplacement :

0%u 1-v d2u 1+v 0%v v ow p _,

052 2 9s? 2 0Jxds a ox K

92v 1-v 9%2v  1+v 9d2%u a<w) qg _ 72

37T 2t T2 axostas\a)tx -0 2
du Jdv_w ar 0

xTos T a K

Dans le cas d'un voile tubulaire fermé, il est possible, en prenant
pour variables x et 8, de chercher la solution du systéme (72) sous
forme de séries trigonométriques de 6.

4.3 Flexion des voiles cylindriques
(théorie simplifiée)

4.3.1 Equations d'équilibre

La théorie simplifiée de la flexion des voiles cylindriques consiste
a supposer Nqp = Nyq et M5 =Myq (8 1.2.1). En un point du voile,
I’état de contrainte est donc défini par les trois composantes Nq,
N, et N, du tenseur tension, les trois composantes M4, M, et M4,
du tenseur flexion et les deux composantes Q4 et Q, du vecteur effort
tranchant.

L'équilibre des forces et des couples appliqués a un élément ABCD
du voile (figure 28), compris entre deux sections droites et deux
génératrices infiniment voisines, se traduit par les deux équations
vectorielles :

LT S A T T T P - e
E(N“+N12/—0,k)+$(N121+N2/—02k)+p/+q/+rk:0

9 2 2 d 2 2 e 2
W(Mul —M1j)+£(MZI ~Myyj)-0yi +0;j =0
A Or{/
N If"z N
0

¢

@ forces

5

\g
0

C

® couples

Figure 28 - Efforts appliqués a un élément de voile cylindrique
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Compte tenu des relations (65), les équations précédentes sont
équivalentes aux six équations scalaires suivantes :

dN; 9N,y
ox T s
dN,, 9N,
Tox | os
00, dQ,
ox " os
oM,, oM,

ax+as

1
My =0

+p=0

1
*302+q—0

1
+3N2—r_ 0

~Q,=0

Nous pouvons, avec une bonne approximation, négliger dans les
équations précédentes les termes (1/a)Q, et (1/a)Mq5; en effet,
d’une part, le rayon de courbure a est grand et, d’autre part, Q4
et M4, sont petits parce que le voile n’offre que peu de résistance
a la flexion dans le sens ou il est développable. Nous obtenons
ainsi cing équations d’'équilibre :

N, ON,,

ox tTas tP=0

%+%+q:0
%9)—(1—+a£2+laN2—r:O (73)
3?%{4_?_8’\_23_02:0

En éliminant les efforts tranchants Q, et Q,, nous obtenons les
trois équations aux dérivées partielles nécessairement vérifiées par
les composantes du tenseur tension et du tenseur flexion :

dN; dN,,

ox tTas PO

oN,, 9N,

% T s 9" 0 (74)
92M, 92M,, 92M, 1

332 +2 3x3s ¢ 332 +EN2—r:O

Ces équations sont évidemment insuffisantes pour déterminer
les composantes du tenseur tension et du tenseur flexion.

4.3.2 Expressions des composantes
du tenseur tension et du tenseur flexion
en fonction des composantes du déplacement

En supposant le rayon de courbure grand vis-a-vis de |'épaisseur
du voile, les composantes du tenseur tension s’expriment encore
en fonction de u, v et w par les relations (71).

Dans les mémes conditions, nous savons, d’aprés la théorie des
plaques (article Plaques minces élastiques [A 310]), que les
composantes du tenseur flexion s’expriment en fonction de la
composante normale w du déplacement par les relations :

2w 92w
My = D(‘a‘fz”ﬁ?)
92w 22w
w, = o(5F 57 s)

32
M,, = D(1_v)—aX£

dans lesquelles D désigne la rigidité de flexion du voile
[formule (54)] :
_ _Eh®
12(1-v2)

Remarque : pour obtenir une théorie plus rigoureuse de la
flexion des voiles cylindriques, il faut supposer Nq, # Ny et
M4, # M,q ; I’état de contrainte est alors défini par dix
composantes qui vérifient six équations d’équilibre. Les huit
composantes du tenseur tension et du tenseur flexion
s’expriment en fonction de u, v et w par huit relations qui ne dif-
férent des formules (71) et (75) que par des termes correctifs.
Nous avons ainsi quatorze équations pour déterminer treize
inconnues, qui sont les dix composantes de I'état de contrainte
et les trois composantes du déplacement ; il se trouve heureu-
sement que I'équation d’équilibre des moments autour de la
normale du voile est une conséquence des autres équations. La
théorie simplifiée de la flexion exposée précédemment est
toujours suffisante en pratique, sauf pour I'étude de la stabilité
élastique que nous n’abordons pas.

4.3.3 Equations donnant les composantes
du déplacement

Si I'on reporte les expressions (71) et (75) des composantes du
tenseur tension et du tenseur flexion dans les équations d’équilibre
(74), nous obtenons un systéme de trois équations aux dérivées
partielles du huitieme ordre, nécessairement vérifiées par les
composantes du déplacement :

9%u 1-v d%u 1+v 0%v vow p _,
ox2 2 9s2? 2 dxds a dx K =
92v_1-v 92v 1+v 9%u 9 (w). q _
952 T T2 axz T2 axas+3§<fa'>+?‘° (76)

-Is(v-a—‘i+ﬂ+ﬂ)+DAAw—r: 0
a dx ds a

Dans les équations (76), A désigne le laplacien :
92 92
ax2 ' 952
donc:
24w 24w

24w
AAW = ——4— 4+ 2 —————— +
ox4 0x29s2  9s*
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Lorsque D=0, les équations (76) se réduisent aux équations (72
de lathéorie de lamembrane. Soit (u, v, w) une solution des équa-
tions (72) ; les relations (75) associent au déplacement (u, v, w)
un tenseur flexion de composantes M,, M, et M,,. Il est aisé de
voir que les excentrements M,/N,, M,/N, et M,,/N,, des

résultantes des contraintes sur I'épaisseur du voile ont pour ordre
de grandeur h(h/a); on peut donc négliger les moments

M,, M, et M,,. La solution (4, v, W) convient toutes les fois
qu’elle permet de satisfaire aux conditions d’appui sur les bords du
voile. S'il n’en est pas ainsi, des moments M, M, et M4, appa-

raissent dans le voisinage des bords du voile ; la théorie de la flexion
a pour but de calculer ces moments. Si nous observons que DAAw

a pour ordre de grandeur r(h/a)?, donc est négligeable devant r,
la solution générale des équations (76) peut s’écrire :

U=u+u, V=v+v, W= w+w

(u, v, w) désignant la solution générale des équations (76) rendues
homogeénes (p = g = r=0). Il suffira ensuite de déterminer la solution
particuliére (u, v, w) des équations (76) rendues homogeénes, de
fagon que la solution (U, V, W) satisfasse aux conditions aux limites.

Voici les conditions aux limites le long d'un bord constitué par
une section droite :

— bord encastré :
u=0, v=0, w=0, Jdw/dx=0
— bord appuyé sur un tympan :
v=0, w=0, M;=0, N;=0
— bord libre :
M;=0, N;=0, Ni3=0, Qq+(dMq5/0s)=0

Les principales conditions aux limites le long d’un bord constitué
par une génératrice sont :

— bord encastré :
u=0, v=0, w=0, Jdw/ds=0
— bord appuyé sur un tympan :
u=0, w=0, My,=0, N,=0
— bord libre :
My,=0, Ny;=0, Nqy3=0, Qs+ (dMq5/90x)=0
La derniére condition relative au bord libre est la condition de
Kirchhoff de la théorie des plaques, exprimant que la densité de

réaction normale au voile est nulle (article Plaques minces élastiques
[A 310]).

Dans le cas d'un voile ayant la forme d’un cylindre de révolution,
il est possible, en prenant pour variables xet 6, de chercher la solution
du systeme (74) sous la forme de séries trigonométriques de 6.

4.4 Tube cylindrique
soumis a une sollicitation
indépendante de 0

4.4.1 Equations générales
Nous prenons pour variables x et 0, et nous supposons que la
densité de force appliquée au voile a pour composantes :
p=p(x), g=0, r=r(x)

Dans ce cas, v, N1, et My, sont nuls, et u, w, Ny, No, M, et M,
ne sont fonction que de x. Nous désignons par a le rayon du tube.
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La premiere équation d’équilibre (74) se réduit a:

dn,

ax =-p(x)

Les équations (76) se réduisent aux deux équations :

d2u vdw _ p _ 14N,
dx2 a dx K = K dx
K( du w d4w
—|lv—=+—|+D =
a dx a dx4

En intégrant la premiere, nous retrouvons la premiere
relation (71) :

du _ w1
ax - Varx M

puis, en reportant la valeur de du/dx ainsi obtenue dans la seconde,
nous trouvons |'équation différentielle qui permet de calculer le
déplacement normal w:

4 N
d W+ﬂ7w=r—v—1 (77)

b dx4 a2 a

Soit wy (x) une intégrale particuliére de I’équation (77) ; en défi-
nissant vy, qui a les dimensions de l'inverse d’une longueur, par la
formule :

Eh 3(1-v2)

4 = — 7
¥ 4D a? a2 h?

I'intégrale générale de (77) peut s’écrire sous |I'une des deux formes :
w=wy (x) + €Y (A4 cos yx + By sin yx)
+e" (A, cos yx + B, sin yx)
w=wy (x)+ Cq F(yx)+ Cy G(yx)+ C3 H(yx) + C4 K (yx)
avec F(u)=ch ucos u, G(u)= shusinu
H(u)=sh ucos u, K(u)=ch usinu

Il est souvent intéressant d’utiliser les fonctions suivantes,
définies :
— pour u>0 par:

¢ (u)=eY(cos u+sinu), C(u)=€eYsinu

vy (u)=eY(cos u-sinu), 0(u)=eYcosu
— pour u<0 par:
o(u)=0(-u), Clu)=-C(-u)
vy (u)=wy(-u), 0(u)=-06(-u)
Il est immédiat de vérifier les relations, valables quel que soit u:
o (u)=-28 (u), T'(u) =y (u)
v (u)=-26(u), 8" (u)=-9(u)

Connaissant w, le moment fléchissant M, et I'effort tranchant Q,
sont donnés par les formules :
d2w dM, d3w

M, =D———, Q, = = D e
1 dx? ! dx dx3

Connaissant Nq, nous calculons u en intégrant :

du N, w

dx = K &

puis N, au moyen de la relation:
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Le cas ou la dilatation du/dx suivant les génératrices est empéchée
mérite une attention spéciale ; nous avons alors Ny =vK w/a, et
I’équation (77) devient :

d4w K

+—w=r (78)

pa’w
dx4 a2

Tout ce qui a été dit concernant I'intégration de I'équation (77) est
valable pour I'équation (78), a condition de remplacer y par y” défini
par :

K 3

4 - 0 - 2
VT ADa? T aih?

4.4.2 Exemples

4.4.2.1 Exemple 1

Un tube trés long est limité par la section x =0, qui est soumise
au moment fléchissant M et a I'effort tranchant Qg (figure 29).
Supposons N4 nul. Puisque w et dw/dx tendent vers zéro lorsque x
augmente indéfiniment, et que wy (x) est nul, w est de la forme :

w=e " (A cos yx + B sin yx)
En déterminant les constantes A et B au moyen des conditions :

2 3
D%_sz:MO et D%——Wg: Q, pourx=0
x X

nous obtenons la solution :

w(x) = E—DJF[MOY‘V(YXH Qy 6 ()]
=~ 557z 12MaY O (1) + By (v)]

M, (x) = Mocp<vx>+%ooc<vx>
Q,(x) = OoW(YX)—zMoYC(YX)

4.4.2.2 Exemple 2

Un tube trés long, soumis a une pression intérieure constante r,
est encastré dans la section x=0 (figure 30). Supposons N;=0.
Nous avons wy (x) = ra2/(Eh), et les conditions pour x trés grand
montrent que w est de la forme :

ra? _ .
W= [1+e Y (Acosyx+ Bsinyx)]

En déterminant les constantes par les conditions w(0)=0
et w’ (0) = 0, nous obtenons la solution :

r

W) = 7hye

[1-0(yx)]
M, (x) = ?;—Z\u(yx)

Q,(x) = —§e(vx>

Ny(x) = ral1-o¢(yx)]

4.4.2.3 Exemple 3

Un réservoir cylindrique d’axe vertical est rempli d'un liquide de
poids volumique A. Nous supposons le fond du réservoir encastré
sur une fondation rigide (figure 31), et nous repérons une section
droite du réservoir par sa distance x au bord supérieure ou par sa
distance x’ au fond du réservoir (x+ x"'=¢).
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Figure 29 - Tube limité par une section
soumise a un moment fléchissant
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Figure 30 - Tube is a une pr intérieure constante
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Figure 31 - Réservoir cylindrique vertical rempli d’un liquide

Négligeons le poids propre du réservoir (N, =0); une solution
particuliere de I'équation (77) est, puisque la pression intérieure
r=Ax:

En tenant compte des conditions M, (0) =0 et Q; (0) =0 sur le
bord supérieur, la solution est de la forme :

Aa2x  Aa?
+

w(x) = [AF(yx)+ BH (yx) + BK(yx)]

Eh Ehy
_ _Aa’h%y B
Mi(x) = 76(1—v2) [- AG(yx)+ BH(yx)-BK(yx)]
Q,(x) = - AaZhZy? [2BG (yx) + AH (yx) + AK (yx)]

6(1-v2)

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions
w(€)=0et w (£)=0 au fond du réservoir ; en posant, pour sim-
plifier I'écriture :

F=F(ye), G=G(v(),

H = H(y(), K= K(y¢)
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on trouve :

_-2Fyl+(H+K) o - F+(H-K)yt
2F2_H24KZ ' 2F2_H21 K?

et le moment d’encastrement M, (€) au fond du réservoir a pour
valeur :

M, (€) =

AaZh2y [yf (ch 2y€ - cos 2y{)—(sh 2y{ - sin 2«{(’)}
6 (1-v2) ch2y€ + cos 2y¢€ +2

La solution précédente peut étre remplacée par une solution
approchée lorsque I'épaisseur h est suffisamment faible pour que
v¢ soit assez grand. Dans ces conditions, les flexions a la base du
réservoir s’'atténuent tres rapidement des qu’on s’éloigne du fond,
et I'on peut négliger les conditions aux limites sur le bord supé-
rieur. En désignant par M et Qg les valeurs de M, et de Q; au fond
du réservoir, nous trouvons, grace a la solution donnée dans le
premier exemple (§ 4.4.2.1), que w (x’) est de la forme :

wix'y = B 4 s Mgy w () + Qg0 (1)

Les conditions au fond du réservoir permettent de calculer M

et OO H

A A
MO = ﬁ("{(—'l), 00 = _W(2Y€_1)

Nous obtenons ainsi la solution approchée :

2y€-1

w(x’) = v

A€ T ,
[ X Xy (yx)-

aDy* — 0 (yx )}

T T
My (x") = % [(V€-1) @ (yx") = (276~ 1) { (yx")]
o1<x'>=—%[(276—1>w(vx'>—2<2v€—1>2;<vx'>1

La solution approchée est toujours suffisante en pratique, comme le
montre |'exemple numérique suivant :

a=20m, €=9m, h=045m, A=10*N/m3, v=0,2

La solution exacte donne pour valeur du moment d’encastrement
Mg =177 350 J, et la solution approchée My = 177 590 J.

4.5 Voiles cylindriques autoportants

Un voile cylindrique autoportant est limité par deux génératrices
de bordure et deux sections supportées par des tympans. Il n'existe
pas de solution simple des équations (76) qui permette de satisfaire
aux conditions aux limites a la fois sur les sections extrémes et sur
les bords libres longitudinaux. L'étude compléete d'un voile auto-
portant ne peut se faire que par des méthodes numériques (par
exemple la méthode des éléments finis), ou par des méthodes ana-
logiques, ou encore par des essais sur modéle réduit.

Une solution approchée, qui fournit des résultats corrects suffi-
samment loin des sections d’extrémité, consiste a considérer le voile
comme une poutre ayant pour section la section droite du voile. Nous
désignerons par Gyz les axes centraux d’inertie de cette section
(figure 32). Les coordonnées (y, z) d'un point P de la section et
I’épaisseur h du voile sont des fonctions de I'abscisse curviligne s
de P, comptée a partir de Ag ; s varie donc de 0 a L, longueur déve-
loppée de la section du voile. Nous désignerons par ¢ I'angle de Gy
et de la tangente orientée en P a la section du voile (cos ¢ = dy/ds,
sin ¢ = dz/ds).

CALCUL DES STRUCTURES

Figure 32 - Voile cylindrique autoportant

La poutre équivalente au voile est soumise a une densité de force
de composantes ®, et @, suivant Gy et Gz:

L L
o, = J’o(qcos ¢—-rsin ¢)ds, ©, = fo(qsin ¢ +rcos @)ds

et a une densité longitudinale de couple y, comptée par rapport au
centre de torsion de la section, de coordonnées (n, ) :

L
Y= fo [(y-m)(gsin @+ rcos)-(z-{)(qcos@-rsing)lds

La théorie des poutres (article Théorie des poutres [C 2 010] dans
le traité Construction) permet de calculer les éléments de réduction
du systéme des forces extérieures pour une section quelconque.
Ce sont:

— I'effort tranchant de composantes Ty et T,;

— le moment fléchissant de composantes M, et M, ;

— le couple de torsion C et le bimoment B.

Le bimoment, nul dans une section libre de se gauchir, est défini
par dB/dx = C.

Nous supposons que la section dont I'épaisseur est faible n’offre
aucune résistance a la torsion pure de Saint-Venant. La contrainte
normale ¢ et la contrainte tangentielle t sont alors données par les
formules classiques de la flexion et de la torsion génée :

sz+ M,z pax

A 'K
T_l(Tyszrszerﬁ)
h\ T, I, K,

Donnons la signification des quantités qui interviennent dans les
formules précédentes.

I, etI, sont les moments d’inertie centraux de la section :

L L
I, = jozzh ds, I, = fo y2h ds

m,, (s) et m,(s) sont les moments statiques de I'aire PB; :

L
my(s) = J’ z(t)h(t) dt,

S

L
m,(s) = J; y(t)h(t) dt
A* (s) est le double de I'aire du secteur OPyP hachuré sur la
figure 32 ; le centre de torsion O et le point P [il peut exister plu-
sieurs points Py, mais la fonction A* (s) est unique] sont déterminés
par les relations :

L L L
fA*hds: 0, fOA*yh ds =0, foA*zh ds =0

0
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Notons que :
dA* =[(y-n)sino-(z-{)cosop]ds

K7, qui permet de définir la rigidité au gauchissement EK;, est
donné par:

L
K, = fo (A*)2 hds

Enfin a (s) a pour valeur :

L
a(s) = f A% (t)h(t)dt
S

Nous connaissons donc, compte tenu des conventions de signes
adoptées pour o et 7, les tensions de membranes :

Ny=-ch, Njp=-th=-®

A 320-32

supportées par le voile. Nous avons désigné par @ le flux de la
contrainte de cisaillement T ; nous avons :
eL) m m a
T ml At el
X z y 1
Pour calculer la tension N, et le moment fléchissant M,, nous
considérons la tranche du voile comprise entre les sections

d'abscisses x et x + dx éloignées des sections d’appui. Cette tranche
est une poutre courbe de largeur dx et de hauteur h soumise :

— a la densité de force tangentielle g dx et a la densité de force
normale rdx;

— a la densité de force tangentielle — (0®/dx) dx, résultant des
efforts de cisaillement sur les sections du voile d’abscisses x
et x + dx.

Nous connaissons ainsi toutes les forces, qui sont en équilibre,
appliquées a la poutre courbe constituée par la tranche. Nous savons
donc calculer I'effort normal N, et le moment fléchissant M, sup-
portés par unité de largeur de cette poutre courbe.
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