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Ce paragraphe résume les regles de base que doit observer le géometre topographe.

Les croquis

Un lever de terrain doit s’accompagner d’un croquis clair, précis et lisible par une autre
personne que le dessinateur I'ayant réalisé. Cela demande habileté et habitude. Notez que
certains géometres arrivent de plus en plus a travailler sans croquis de terrain grace a
I'introduction d'une codification des points levés et enregistrés sur un carnet de terrain.
L'effort d’apprentissage d’'une codification est rapidement rentabilisé par le gain de
temps lors de la phase d’habillage d’'un lever de détails (voir tomel, chapitre 8).

Le schéma général de calcul

Lors de calculs longs et fastidieux, il est treés utile pour une éventuelle relecture ou
correction de présenter un schéma général de calcul qui représente une sorte de table des
matiéres de la note de calcul. L'ordre de présentation des calculs doit étre I'ordre logique
des résolutions numériques possibles. Cet ordre logique peut étre issu de la construction
géomeétrique. Cela est également valable pour les programmes informatiques (pour les-
guels on commence par réaliser un organigramme) et les tableaux de calcul réalisés a
I'aide d’'un tableur.

La présentation des calculs

Pour étre le plus lisible possible, une note de calcul doit utiliser une présentation en
tableaux. Par exemple, le tableau suivant présente un calcul de distance entre des points
donnés en coordonnées rectangulaires.
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X, Y, Xy Yy Delta X (m) Delta Y (m) Distance AB (m)
(m) (m) (m) (m) AX = Xz - X, AY=Y,-Y, D = (AX? + AY?)/2
13,32 15,46 | 45,47 | 46,65 32,15 31,19 44,79
12,32 | 09,45 | 54,42 | 48,63 42,10 39,18 57,51

E? La présentation des calculs introduit parfaitement le recours aux tableurs (calcul

informatisé mis sous forme de tableaux) souvent utilisés dans cet ouvrage.
Excel 7

La présentation des résultats

Une note de calcul dans laquelle les résultats intermédiaires importants sont encadrés et
dans laquelle on fait usage de couleurs est plus facile a suivre et a relire. On prendra soin,
par exemple, d'utiliser dans les schémas des couleurs correspondant a celles du texte de
la note de calcul.

La précision des résultats

Les résultats ne peuvent étre plus précis quddasées. En effet, si vous connaissez
deux points en coordonnées au centimetre prés, vous ne pourrez pas donner la distance
entre ces points au millimetre pres : c’est méme une faute de raisonnement. Pour obtenir
une précision donnée sur les résultats, deux cas de figure sont possibles :

. sivous effectuez une résolution graphique au moyen d’un logiciel de DAO ou si vous
utilisez un logiciel de calcul, il suffit d'arrondir les résultats donnés (voir § 1.6.) ;

. Si vous utilisez une calculatrice, pour éviter la perte de précision finale par cumul
d’'arrondis, il convient de garder au moins une décimale de plus dans les calculs.
Certains calculs peuvent méme demander de garder beaucoup plus de décimales dans
les calculs intermédiaires : par exemple, un calcul faisant intervenir des puissances.
La solution a ce probléme est de stocker les valeurs intermédiaires dans les mémoires
de la calculatrice (toute calculatrice moderne le permet) et de rappeler le contenu de
ces mémoires pour des calculs ultérieurs.

Exemple: sur une calculatrice FX 850P programmable en BASIC standard,

@ 2*cos12 [EXE]  Calcul quelconque...

1,9646 Résultat affiché si la machine est en mode grades
A =[ANS] [EXE] Le résultat du calcul précédent est stocké dans la variable A
A/ 3 [EXE] A est réutilisée, sans arrondi, dans les calculs ultérieurs

0,6549 résultat affiché
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Si la calculatrice ne possede pas cette possibilité, vous avez toujours la solution de noter
au crayon un maximum de décimales derriére les décimales suffisantes et de les effacer
une fois le calcul terminé.

Les arrondis

L'arrondi a f —1) décimales de la valeur absolue d’'un nombne discimales est réalisé
comme suit (fig. 5.1-a.) :

. alavaleur inférieure quand la{ 1 décimale est0, 1, 2,3 0u 4;
. alavaleur supérieure quand e+ 1)° décimale est 5, 6, 7, 8 ou 9.

Par convention, 12,5 s’arrondit a 13 de maniére a équilibrer le nombre de décimales
s’arrondissant au chiffre inférieur (12,0; 12,1; 12,2; 12,3 et 12,4) avec celui des déci-
males s'arrondissant au chiffre supérieur (12,5; 12,6; 12,7; 12,8 et 12,9). Cela est repré-
senté sur le schéma de la figure 5.1-a. On constate qu’en fait 12,5 ne devrait pas étre
arrondi puisqu’il est aussi proche de 12,0 que de 13,0.

Attention a la difficulté suivante :

SiI'on arrondit un nombre une
premiére fois (par exemple
12,48 arrondi a 12,5) puis une
deuxiéme fois (12,5 s’arrondit
a 13), on commet une erreur
puisque 12,48 est plus proche
de 12 que de 13. Il faut donc
toujours revenir au nombre
exact pour effectuer un Fig. 5.1-a. : Les arrondis
arrondi.

Arrondi inférieur Arrondi supérieu
,
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12.48 == 125 —

Vérifiez que la calculatrice utilisée effectue cet arrondi a partir de I'exemple précédent ;
la fonction d’arrondi se nomme souvent FIX ou TAB.

Les contrdles

Le contréle des mesures doit étre la philosophie de base du géométre-topographe ; il
consiste par exemple :

. adoubler les mesures sur le terrain pour permettre des recoupements,

. a vérifier les calculs faits par des constatations faisant appel & la logique ou bien par
d’autres calculs ; méme s'ils sortent d'un listing d’ordinateur, ces calculs peuvent
donner des valeurs fausses ayant pour causes essentielles des erreurs humaines ;

. le dessin a I'échelle est aussi un excellent contréle.

Dans des calculs menant a des résultats littéraux, le contr6le de ’homogénéité des
formules est indispensable.
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Les constructions géométriques

Autrefois, elles constituaient une vérification approximative des calculs pour éviter les
erreurs grossieres.

Elles permettaient également de trouver I'ordre logique d’enchainement des calculs
littéraux & partir de la construction graphique, avec cette restriction que la construction
graphique fait appel a des notions de géométrie plane (ou dans I'espace) qui ne sont pas
toujours simples a maitriser. Les calculatrices étant rares, voire inexistantes, les pro-
blémes étaient parfois résolus graphiquement.

Puis, I'emploi de calculatrices de plus en plus performantes a eu tendance a dévaloriser
les résolutions graphiques.

Aujourd’hui, le réle des constructions graphiques est essentiel puisque depuis I'avéne-
ment du Dessin Assisté par Ordinateur, elles permettent de résoudre les problemes de
maniére visuelle avec, au minimum, la méme précision que I'on obtiendrait sur une
calculatrice. En effet, un ordinateur moyen actuel calcule avec une précision de 16
chiffres apres la virgule et ce qu'il dessine a I'écran n’est que la visualisation graphique
des calculs internes a la machine.

C’est pourquoi, dans cet ouvrage, il est fait une grande place aux résolutions graphiques
qui sont un moyen de calcul de I'avenir, méme si tout ne peut étre calculé graphiquement.

Il est conseillé d'apprendre I'utilisation d'un logiciel de DAO pour mesurer toute la
puissance de ce moyen de calcul qui présente le double avantage de limiter les erreurs
possibles en permettant de visualiser directement le probléme et, enfin, de fournir direc-
tement le report sur papier a toute échelle du probléme traité.

ﬁ Un exemple de résolution purement graphique est représenté sur I&fighre
4

asslADT - Soit a trouver le point d’intersection | de deux droites : I'une passant par les
points A et B, l'autre par les points C et D, tous connus en coordonnées.

Environnement :

dans le menu FORMAT / CONTROLE DES UNITES, réglez le nombre de chiffres aprés
la virgule a deux pour les longueurs.

Dessin des droites AB et CD entrez directement les coordonnées en repére général.
LIGNEO du point 66.44,101.62 au pointl72.87,211.1

Commande.IGNEL du point74.00,197.900 au point193.66,129.31]

Coordonnées du point d’'intersection :
CommanddD [ avec I'accrochage objétl Tersection.

Résultat : 1(129.25,166.23).
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B (17287 ; 2111D

C (74.00 ; 197.90

I 12925 ; 16623

D {19366 ; 129.3D

A (66.44 ; 101.62

Fig. 5.1-b. : Résolution graphique d’'une intersection

Les conventions littérales

Respecter les conventions littérales du métier est un gage de lisibilité accrue, méme si ces
derniéres demandent souvent un nouvel apprentissage.

Dans cet ouvrage, les conventions préconisées par ¥ AR{Tété respectées, a quelques
exceptions pres ; par exemple, la confusion fréquente entaegles zénithaux &t :
coordonnée ou altitude nous a amené a préférer la notagioar les angles zénithaux.

L’informatique

L'informatique est un outil exceptionnel pour le topographe moderne : il faut absolument
apprendre a le maitriser. Mais attention : I'ordinateur n’est qu’un outil et ne fait donc que
ce qu’'on lui demande ; il vous appartient de rester critique devant ses résultats et devant
ses possibilités. En effet, certains calculs ou reports peuvent étre obtenus plus rapidement
a lamain ; seules les opérations répétitives ou fastidieuses donnent tout son sens a
I'utilisation de I'outil informatique .

‘ Parmi les apprentissages proposés dans cet ouvrage, le langage BASIC est
cJfl abordé dans le seul but d’écrire de programmes pour les calculatrices program-
USASIE - mables. Il nest pas nécessaire d’en faire plus car il existe déja des programmes

1 Voir pour cela I'encart publié par la revirZ n° 32-33, de 1988, intitul8ystéme de symboles
cohérents en topographjél constitue l'introduction du_exique topographiqugue I'Association
Francaise de Topographie (AFT) a décidé de publier en 1987, et qu'il est conseillé de se procurer
(voir la bibliographie).
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performants écrits par des professionnels : il est préférable de se contenter d’en
étre de bons utilisateurs. De plus, dans un but réel de programmation, il existe
aujourd’hui d’autres langages plus performants et conviviaux comme le langage
Visual-Basic, le langage C, etc.

Remarque

Il existe des outils informatiques qui permettent a tous de calculer littéralement les plus
complexes des intégrales ou dérivées, de résoudre numériquement toutes les équations
possibles imaginables, a partir d'une interface graphique simple et conviviale. Le
logiciel MATHCAD en est un exemple.

Ce paragraphe rappelle I'essentiel des relations trigonométriques utiles au topographe.

Cercle trigonométrique

Le cercle trigpnométrique ci-contre
Axe des sinus  Axe des tangentes (fig. 5.1-c.) est de rayon 1, c'est-a-
D D dire:R=0OM = 1.

Axe des

M A cotangentes En mathématique, le sens de rotation
g positif est dit trigonométrique et cor-
respond au sens de rotation inverse
o , horaire. Les angles sont exprimés en
radians.

=<
<
>

Axe des
cosinus

Par définition, le cosinus de I'angie
est la projection sur I'axe des abs-
cissesx de l'extrémité du vecteur

H . , . .
OM, le sinus étant la projection sur
Fig. 5.1-c. : Cercle trigonométrique I'axe des ordonnées:

cor =X, , etsim =Y,,

. . sina cosa 1
On définit ensuite ;| tana = —, etcotaro = —/— = —
cosa sina  tana

& utilisation en topographie

Ces relations servent a calculer les éléments d’'un triangle rectangle, par exemple le
triangle OMA ou le triangle OMB de la figure 5.1-c. dont on connait au moins deux
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données : une longueur et un angle, ou bien deux longueurs. La connaissance de deux
angles est insuffisante car il y a alors une infinité de solutions (voir paragraphe 3.3.4.).

On identifie les sinus, cosinus, tangente et cotap-
gente de la maniére suivante (fig. 5.2.) :
. _ cOté opposé a l'angle _ MB
sing = . = —
hypothénuse OM
cosg = SOt€ adjacen:[alangle _ OB
hypothénuse oM
o L. coté B
tang = -COté opposé alangle _ MB adjacent
c6té adjacent a l'angle OB
Fig. 5.2. : Triang| tang|
Remargues ig riangle rectangle

. La cotangente est l'inverse de la tangente
cotanr = —L— . Son seul intérét est la
tana

simplification de certaines formules littérales. Pour les calculs, la seule connais-
sance de la tangente est suffisante.

. Surla calculatrice, la fonction cotangente n’apparait généralement pas et s’obtient
par 1/tan, soit la combinaison de la fonctiteingente suivie de la fonctiori/x et
surtout pastarr’( ) qui est la fonction réciproque de tan.

. Attention donc a ne pas confondre sur votre calculatrice la fonctioh tamvec
la fonction cotangente (1 / tangente) ;tan) représente la fonction (arc tangente)
réciproque de (tangente) qui permet d’extraire I'amgiont la tangente prend une
certaine valeuK : tarr* X = a doncX = tar, avecX [0 ]-100,100| gon.

Nous reviendrons au paragraphe 1.3. sur le fait que la solution ¢ taa ne donne
gue la racine comprise entre —100 et 100 gon. Il en est de méme pbUrsin(voir
paragraphe 3.3.5.).

Application

Trouvez graphiqguement sur le cercle trigonométrique puis vérifiez sur votre calcula-
trice que I'angle dont la tangente a pour valeur 1 est 50 gon.

Relations trigonométriques de base

Les relations suivantes sont utiles au déroulement de certains calculs littéraux :

cofq +sin‘a = 18
COS(—a) = cosa EVO"‘ flg 5.3.
sin(—a) = —sina
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cos(a+ b) = cosaltosb— sinalsinb
sin(a+ b) = sinaltosb + sinbl[tosa

Application

1 - Donnez une expression simplifiée de
B tan@ + b) en fonction de tamet tarb.

2 - Exprimez sirg —b) et cosé —b).
& 3 - Exprimez sin(&) et cos(Z).

M’ Réponse

1-tan@+ b):1

T

7r)>“

tana + tanb _ sin(a+b)
—tanallanb cos(a+ b

2 - cos@ —b) = cosm.cod + sira.sinb et
sin(@a—hb) = sim. codb — sirb. cosa
3-cos(2a)=2.coda—-1=1-2.sifa et
sin(2.a) = 2. sira. coxa

cos( a)

Fig. 5.3. : Relations trigonométriques|

Identités remarquables

La figure 5.4. permet de retrouver les identités remarquables suivantes : on y représente
un point M sur le cercle trigonométrique et sa projection sur les axes des sinus et cosinus,
correspondant a I'angie.

A partir de 1a, par symétries horizontales et verticales, on construit les projections corres-
pondantes aux anglé80 - a, 100 + a, 200 — a, 200 + a, 300 — a, 300 + a, et— a.

sin(-a )= — simx

cos(-a )= cosx

Donc : tan(«) = — tamx
et cotan(«) = — cotamr
sin(100 —a) = cosx
c0s(100 -a) = sina
sin(a +100) = cos
cos( +100) = — siaw
sin(200 —a) = sinx
co0s(200 -a) = — cosr
sin(a + 200) = — siy
cos(@ + 200) =-—cos
sin(300 —) = — cow
c0s(300 -a) = - sirx
sin(300 +a) = — co®r
c0s(300 +a) = sina

Fig. 5.4. : Identités remarquables
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Application

Simplifier les expressions suivantes : tan(1@f) +-tan(100 +a) ; tan(200 +a)

Réponses

tan(100 —a) = cotarm ; tan(100 +a) = — cotam = tan@ — 100)
tan(200 +a) = tamx = — tan(200 &)

Remarque

Les identités remarquables précédentes permettent de soulever le probleme suivant :
calculez sur votre calculatrice I'angle dont le sinus est ég%éé ; elle donne le

résultat : 50 gon. Or cette solution n'est pas unique : I'angle (200 — 50 = 150 gon)
posséde le méme sinus puisque, comme démontré ci-dessus, sin(P8GHa. La

fonction sin™t( ) (arc sinus,notéeasin ) des calculatrices est programmée pour ne
donner gqu’'une seule des deux racines possibles, celle qui est comprise entre —100 et
100 gon. Cela peut entrainer des erreurs de résolution car, dans certains cas, c'est
I'autre racine qui correspond au probleme a résoudre (voir § 3.3.5). Le méme probleme
se pose avec la fonctidgan=( ) puisque tan(200 #) = tar.

Donc attention : chaque fois que vous utilisez ces deux fonctions, des vérifications
s’imposent, soit sous forme de double calcul, soit sous forme de schéma pour choisir
la racine possible.

Notez que ce probléme ne se pose pas pour la foram®l( ) puisque si la premiére
racine possible est compris entre 0 et 200 gon, la seconde racine possibler esti —
est négative puisque ams cos(—a). Il n'y a donc pas d’ambiguité dans ce cas et il est
toujours préférable d'utiliser cdg ) plutét que sin'() ou tan®().

Relations diverses

Développements limités

Poura proche de zéro, on g1 +a)"=1+na+ n(nzT 1) 42 4 n(n= 13)I(n_2) ad+...

3 5
Poura proche de 0 radians, on peut écrigno = a —% + %' - ..
2 4
cosm=1-L +%L _
21 4l
3 5
tana=o+% +2%L 4
3 15
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Dérivées

Les relations suivantes ne sont exactes que pour un@eglgrimeé en radians.

sinfa = coxr; cosa =—siny ; tada =1 + tada = 1 .
1 1 cofa
arcsina = et arctaria = > -
1-a° 1+a

Sil'anglea est exprimé en gon, il faut donc le transformer en radians avant d'utiliser ces
formules. Elles deviennent dans le cas d’un aog&primé en gon :

. _ Tt _ Tt .
SiM Qgon = 55+ COFgon  COSAgon == 50 - Sy, €te.

00 gon 200 gon

Paramétrages

Sil'on poset = tan( / 2), on obtient les expressions paramétrées suivantes :

2
sina = 2t : cosa = 1-t : tana = 2t

1+1t2 1+1t2 1-t

>

Ce paragraphe contient une liste non exhaustive des principales propriétés du cercle
utilisées en topographie.

Equation

En topographie, on utilise rarement le cercle en fai-
sant référence a son équation. Rappelons toutefois
que I'équation d’'un cercle de centre Xb(, Yo) et

de rayorR (fig. 5.5.) est :

(X=XQZ+ (Y - Y92 =R

Arc, fleche, corde

On peut faire I'analogie avec I'arc d’un archer (voir

Fig. 5.5. : Arc, fleche et corde )
g fig. 5.5.)

. . On appellearc la partie circulaire AB, notée
AB , d’'angle au centra.

. On appellecorde la longueur du segment [AB].

. On appelldléchela longueur du segment [MN].
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AB = 2R[sin(a/2)

H L1 4 . N = R_ 2
Les relations entre ces éléments sont les suivg n’tvels : Rico(a/2)

:Rla

AB = RH"(radian 200 gon

Application

Calculez I'arc, la corde et la fleche interceptés par un angle au centre de 50 gon dans
un cercle de rayon 15,00 m.

Réponses

Arc = 11,78 m ; corde = 11,48 m ; fleche = 1,14 m.

Théorie des arcs capables

Angle entre corde et tangente

L'angle entre la corde AB et la tangente au cercle en
(ou en B) vautr /2 (fig. 5.6.).

Démonstration: le triangle AOB étant isocele, on en
déduit queBAO =ABO =3992:-9 =1oo—g . La

tangente en A au cercle étant perpendiculaire au ray
AO, il vient que I'angle entre la tangente et la corde e
a/ 2. Le méme raisonnement s’applique en B.

Fig. 5.6. : Arc capable AB

Angle vu depuis le cercle
et angle au centre

L'angle ANB est appelé angle du cercle intercef
tant I'arc AB (fig. 5.7.).

—
L'angle AOB est I'angle au centre qui intercepte
le méme arc.

Il existe entre ces deux angles la relation

oy —
suivante ;| ANB = 'A%

Démonstration le rayon ON est perpendiculaire
a la tangente'tt

t
Fig. 5.7. : Angle au centrex

— =
Autour de O, on aAOB =& =400- (a, + a,)
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Fig. 5.9-a : Démonstration

Arc capable

Fig. 5.9-b. : Arc capable
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+
Autour de N, on a ANB :zooalTC¥2 = g

Cette démonstration est indépendante de la posi-
tion du point N, situé sur I'arc complémentaire de
AB. Donc tout point N de I'arc extérieur a I'arc
AB intercepté par I'angle au centeevérifie la
relation précédente (voir fig. 5.8.).

Les angles issus de points situés sur un cercle et
interceptant un méme arc de ce cercle sont égaux
entre eux et égaux a la moitié de I'angle au
centre.

On constate aussi sur la figure 5.8., que lorsque N
tend vers A (ou B), 'angle en N tend & devenir

'angle entre corde et tangente dont nous avons
déja démontré au paragraphe 2.3.1. qu'il vaut
al2.

On peut en déduire, pour tout point M de I'arc
AB que (fig. 5.9-a.) :

— NS —
AMB =2oo-"3523—I§ = 200—%’ = 200— ANB

Démonstration

L'angle complémentaire a I'angle intercepte
I'arc complémentaire de I'arc AB intercepté par
I'angle a. Donc I'angle au point M interceptant
ce méme arc complémentaire a pour valeur:
(400 —a) /2 =200 -/ 2.

Soient deux points fixés A et B. Lensemble des

points N tels que I’angle!ﬁ\l\B soit égal a une
valeur donnéex est représenté par I'arc AB (en
trait continu sur la figure 5.9-b.). Cet arc est
appelé arc capable associé a I'argle



Puissance d’un point par rapport a un cercle

La puissance du point A par rapport au cercle (C), de centre O et deRagsnpar
définition le produit (AM.AN). Ce produit est constant et indépendant de la droite (D)
issue du point A et sécante au cercle (C) (fig. 5.10.).

La puissance de A par rapport a (C) estAM.AN = (d? — R).

d représente la distance OA.

Démonstration :
AM = AH — HM
AN = AH + HN

AM . AN = AH2 + AH
. (HN = HM) — HM . HN

AH? =d2 - OH
HM = HN Fig. 5.10. : Puissance d’'un point par rapport a un cercle
RZ = OHR + HM?

On obtient donc, aprés simplifications : AM . ANd2 — R2. Cela est vrai pour toute
droite (D) issue du point A et sécante au cercle (C).

Cercles homothétiques

Soient deux droites (SA) et (SB) concouj
rantes au sommet S (fig. 5.11.). On
cherche le cercle (LCtangent intérieure-
ment a ces deux droites et passant par
point P.

Le point P est donné par les cotes St
T,P. On connait le sommet S et I'angle
a.

On fait intervenir le cercle de raydhet
de centre O tel que le point O soit sur lg
prolongement de ;P’ (cercle tangent a
SBenT).

le

Fig. 5.11. : Cercles homothétiques

Dans les triangles SPO et'8€P, on peut
écrire : 52 = SO - R
SP SO R
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Dans les triangles semblables,6Tet ST'O’, on peut écrire 22 = SR
SO ST; R

—
P

,SO) SO = sin(%’) , on peut dire

=iy i
Comme sin(SPQ) = SII"I(;SQ SO = Sln(R

gue les segments [OP] et'f)] sont paralléles : on dit que le cercle (C) est homothétique
du cercle (Q, homothétie de centre S.

TP
On en déduiR = ST, . tan=2H , SO = ST/ costEH  eBtel que taf= —— .
1 b0 ! b0 Btelq p ST,
Il reste a résoudre le triangle SPO dont on connait un angle et deux c6tés (voir § 4.3.5.).

Cet exercice est résolu a I'aide d’une autre méthode au paragraphe 5.6. du chapitre 4.

Relations de bhase

Seules les plus utilisées sont étudiées.

La notation ci-contre (fig. 5.12.) est tou-
jours respectée : le c6té de longuawst

opposé a I'angld b opposé a 'angld
etcalangleC .

Somme des angles
Internes

A+B+C = 200 gon

Fig. 5.12. : Relation des sinus Relation des sinus

Soit le triangle ABC ci-dessus (fig. 5.12.)
inscrit dans le cercle de centre O et de rdgd®i I'on fait intervenir le triangle ABM tel

gue la droite AM passe par le centre O du cercle, on retrouve en M I@ngle puisque les
anglesA/C\B eABM interceptent la méme corde AB (voir § 3.3.2.).

De plus, I'angIeA/Bm est égal a 100 gon (c’est le cas particulier du paragraphe 3.3.2. ou
I'angle yest égal a 100 gon).
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Donc dans le triangle rectangle ABM, orsaC = i

Cette relation peut se démontrer pour chaque cétérdu

: ; _.,a _ b _ c
triangle et comme la quantit&k2st une constante,| 2R = —— = — = —
on en déduit la relation des sinus exprimée gi- sinA sinB  sinC

contre :

Le cercle de rayoR est appelé cercle circonscrit au triangle ABC.

Relation des cosinus

Dans le méme triangle ABC (fig. 5.13.), si
I'on trace la perpendiculaire a AB passant
par C (hauteur), on peut écrire :

c = altosB+ b[tosA

De méme, sur les autres c6tés, on obtient :

b = c[tosA+ altosC c

Fig. 5.13. : Relation des cosinus

bltosC+ c[tosB

QD
I

Théoreme de Pythagore généralisé

Dans le triangle ABC (fig. 5.14.), on peut écrire |d 5
relation vectorielle suivanteAC = AB +BC
Si I'on en fait le produit scalaire membre a membre, <

. — —> —_ = —> B
on obtient : ACIAC = (AB +BC){AB +BC) . A C
En distribuant, il vient : Fig. 5.14. : Pythagore

2 _ 2 AR LA 2
AC° = AB“+2AB[BC+ BC".
En écrivant le produit scalaire, il vient :

— —> — — ~ ~
ABBC = ABBCtos(ABBC) = ABBC[tos(200-B) = —ABBC[tosB

On obtient finalement : b? = a’+c? —2acltosB
On démontre de méme que ¢ = b’ +a’—2batosC

a’ = c?+ b’ —2cbltosA
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Relation des tangentes

Considérons le cercle de rayptinscrit dans
le triangle ABC. Soient D, E et F les points de
tangence du cercle inscrit avec les cotés du
triangle (fig. 5.15.). On peut écrire :

c=BD + DA

a=BE+EC

b=AF+FC

Comme AD = AF, CF = CE et BE = BD, on

Fig. 5.15. : Relation des tangentes obtient :
a+b+c = 2.(BD + AF + CE).

On posep =

a_+g+ € p est appelé demi-périmétre. On en déduit que :

AD=AF=p-BD-CE=-a
BD=BE=p-AF-CE=p-b
CE=CF=p-BD-AF=p-c

De plus r = AF.tan(A / 2) = BD.tarB /2) = CE.taf{ /2).

r = (p—a)dan(A/2) = (p—b)dan(B/2) = (p- c)dan(C/2)

at+b+c
2

Donc :
avecp =

Relations faisant intervenir le cercle exinscrit

Le cercle centré au point' @st appelé cercle exinscrit au triangle ABC et associé a
angle A. On note son rayoR,. Ce cercle est tangent a la bass aux cotés AC et AB

mais sur ces deux derniers, les points de tangence sont a I'extérieur du triangle
(fig. 5.16.).

Il existe donc trois cercles exinscrits par triangle. Nous n’étudions qu'un seul
cas, les autres relations en sont déduites par permutation d’indice.

r

On peut écrire que :  tan(A/2) = Reo 1
p p-a

Démonstration cela revient a démontrer que : AT ='ATp.

AT = AT' donc 2. AT = AT + AT or 2.AT = (AB + BT) + (AC + CT).
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Fig. 5.16. : Cercles inscrits et exinscrits au triangle ABC

On fait intervenir G, point de tangence entre le segment BC et le cercle exinscrit :
2.AT = (AB + BG) + (AC + CG) puisque BG=BT et CG =CT
Donc 2. AT = AB + (BG + CG) + AC = AB+AC+BC.

Finalement, 2. AT = 2p d’ou AT = AT =p.

Surface d’un triangle

Surface d’un triangle a partir de la hauteur du triangle

La surface totaleS du triangle ABC
(fig. 5.17.) est la somme des surfaces d¢
triangles AHC et AHB. Soit :

S = h,[CH N h,[BH
2 2
h,
S = —2—(CH + BH)
Donc: | S = é-h-a
2

Fig. 5.17. : Surface du triangle ABC

La formule peut étre écrite de méme alugeth,, les hauteurs perpendiculaires aux cotés

b etc.
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Surface d’un triangle a partir du produit vectoriel

C'est la formule la plus employée

B > (fig. 5.18.). La surface du parallélo-

c a e A gramme A-B-A-C s’exprime comme la

e norme du produit vectoriel des vecteurs
A £ C — —>
A D AB etAC .

Fig. 5.18. : Aire du demi-parallélogramme ;
La surface totale du parallélogramme

— > -
R est:S = |AB DACH = AB[AC5inA
Donc : § =bh.csinA.

La surfaceSdu triangle ABC est la moitié de la surface totale :

_ bclsinA _ absinC _ aclsinB
2 2 2

S

Surface d’un triangle a partir du rayon

du cercle inscrit ou du rayon du cercle exinscrit
La surface totale peut étre considérée comme la somme des surfaces des triangles ADO,
AFO, BDO, BEO, CEO et CFO (fig. 5.15.), donc :

s=[AC  IAF 1BC  rBE ,rCE rCF_1 .(AC+BC+BE+CE+AF+CF) ¥p
2 2 2 2 2 2 2

En rapprochant ce résultat de celui du paragraphe 4.1.6., on obtient ;
S=pr=(p-3lR, = (p-HR, = (P-o)R

Surface d’un triangle a partir du demi-périmetre p
Si I'on connait les trois c6tés d’un triangle, sa surface s’exprime par :
S=Jpp-3(p-b)(p-0)
Démonstration le raisonnement est mené a partir de la figure 5.17.

s = PCinA dou sinA = 25 :
2 bc

2 2 2
eta’ = b’ +c?—2bcltosA d'ou cosA = % :

cofA +sinfA=1 d'otl 165 + (a’— b’— c)*=(2bc)? et168° = (2bc)*= (a2 —b* —c?)’

En factorisant, on obtientS = ./p( p- 3(p—b)(p-c)
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Surface d’un triangle

a partir du rayon du cercle circonscrit

Le cercle circonscrit de raydr et de centre O passe par les trois sommets du triangle

ABC (fig. 5.19.) dont la surface vaul ::

g = abc
4R

Démonstration :

Saec = Soas t Soac T Sorc

25,5 =R2sin(2C)

25, =Resin2B)

2.5 = R2siN(2A )

2S,5c= R2[sin2A ) +sin(2B )+ sin(ZC )]

sin(2A) +sin(2B )=2.sik B ).cod B )

-~ =

sin(2.€)=sin(400-2& -8B )
= —sin[2.(A 48 )]
=—2.sin@ B ).cosp B )

Fig. 5.19. : Cercle circonscrit
au triangle

Donc : sin(2A )+sin(B )+sin(€ ) = 4.9hn
sin(A +B) = sirC

= C R B e —op2m@ b HC _ abce
Sigc = 2R%sinA silB .sirtC =2R DZT?BZT?%T? =

$n .8n en remarquant que

4R

Surface d’un triangle a partir d’un coté

et des deux angles adjacents

La surfaceS est décomposée en deux surfaces p
la hauteur CH (fig. 5.20.). On peut alors écrire :

S= he de pluscotarA = X etcotarB = ¥
2 h h
2
cotarA+cotarB = X21Y¥Y = ¢ - C
h h 2S

2

Donc:| S= AC —
2(cotarA + cotarB)

Fig. 5.20. : Surface d’'un triangle
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Résolution de triangles

Pour alléger les notations, on néteB et C les angles opposés aux cGeb etc.

Un angle C et ses deux cotés adjacents a
et b sont connus

Calcul dec: c2=a%+b?-2a.hcoL

Calcul deA : a®>=c? +b?—-2c.bcoA
ou bien: b=a.coL + c.cOA

Calcul deB : b? = a2 + ¢c? — 2c.a.coB
ou bien: a=bh.coL + c.coB

Fig. 5.21. : Deux cotés et un angle connus  Cétte solution est unique.

[

On vérifie queA + B + C =200 gon.

Exemple

C=28,654gona=151,46 mp=212,28 m.

Résultats

c=100,52 m A= 45,513 gon B = 125,833 gon S= 6 993,8798 rh

Les trois cotés a, b et ¢ sont connus

CalculdeC: c?=a?2+b?-2a.bcoC
CalculdeA: a?=c?+b?-2c.hcoA

ou bien: b =a.coL + Cc.COA
CalculdeB: b?=a?+c?—2c.aco8B
ou bien: a=bh.coL +c.coB

Fig. 5.22. : Trois cotés connus Cette solution est unique.

On vérifie queA + B + C =200 gon.

Exemple

a=151,46 mp=212,28 m ¢ =98,45 m.

Résultats

C=27,704 gon A= 44,926 gon B = 127,370 gonS=6 777,1145 r
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Un coté bet les deux angles adjacents C et Asont connus

Calcul deB: A+B+C =200 gon

Calcul deaetc::
a b C

sinA  sinB  sinC
Cette solution est unique.

On verifie quec =a. coB + b. coA. Fig. 5.23. : Deux angles et un coté connus

Exemple

b=151,46 m A=44,926 gon C = 34,343 gon.

Résultats

B =120,731 gona= 103,68 m ¢ = 82,12 m S= 4033,2002 rh

Les trois angles A, B et C sont connus

Ce cas admet une infinité de solutions qui soft
des triangles homothétiques. La figure ci
contre représente deux triangles homothét
ques (fig. 5.24.).

Pour obtenir une seule solution, il faut
connaitre I'un des cotés.

Cela revient a la résolution du paragraphe Fig. 5.24. : Trois angles connus
4.3.3.

Exemple

A =44,926 gon B =120,731 m C=34,343 gona=91,46 m.

Résultats

b=133,61m¢g=72,44m.

Un angle C, un cdté adjacent b
et le coté opposé c sont connus

Ce cas est appelé cas douteux car il peut admettre zéro, une ou deux solutions. Nous
discuterons graphiquement de I'existence de ces solutions.
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Fig. 5.25. : Deux cotés
et un angle connus

\
Arc de cercle centré en A

Fig. 5.26. : Deux solutions

Fig. 5.27. : Une seule solution

& SiC <100gon (fig. 5.26.)

Sic < AH, il n'y a pas de solution possible aar
est « trop court ».

Si ¢ = AH, il existe une solution unique qui
correspond au triangle CAH rectangle en H, car
AH = b. sinC.

Sic > AH, il existe deux solutions possibles du
point B puisque le cercle de centre A et de rayon
¢ coupe la droite (CB) issue du point C en 2
points B et B. Si I'on poursuit 'augmentation de
la valeur du cété jusqu’a atteindre la valelr,

on se retrouve dans un cas limite a partir duquel
il 'y a plus gqu'une seule solution possible
puisqu’il n'y a plus qu’'une seule intersection
possible entre la droite (CB) et le cercle de centre
A et de rayort.

o SiC > 100 gon (fig. 5.27.)

La seule possibilité pour qu’il y ait une solution
au probléme est que>b.

Sib =c, le triangle est limité & une seule droite,
ce qui est ne correspond pas a un probleme réel.

Sic <b, il n'y a pas de solution possible est
« trop court ».

Tableau récapitulatif
€< 100 gon C€> 100 gon
c<bsinC aucune solution c<h aucune solution
c¢=bsinC une solution c>b une solution
b.sinC<c<b deux solutions
c>b une solution
Résolution
L'angle B est déterminé dans I'expressiohsinC = b / sirB.
g = sintRSINCo
Sib. sinC <c, ceci donne deux solutioBsetB': [ 0 ¢ O
EB' = 200-B
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On calcule 'angléA par :A + B + C =200 gon Le calcul d&' est identique.
On calcule la coté par :a/ sinA=c/ sinC Le calcul dea’ est identique.

On vérifie quec =a.coB + b. cCOA.

Exemple

c=191,46 m p=212,28 m C= 71,002 gon.

Résultats

C <100 gon eb >c > h.sinC = 190,64 m, donc il y a deux solutions.
Premiére solutionB = 94,092 gon A= 34,906 gona=111,13 m.
Seconde solutionB' = 105,908 gon A’ = 23,090 gon &'= 75,64 m.

Résolution graphique

ﬁ L'environnement de travail est défini dans le menu FORMAT / CONTROLE

£ DES UNITES : zéro des angles au nord, sens de rotation horaire, angles en
grades avec trois chiffres significatifs, longueurs en unités décimales avec deux
chiffres significatifs.

dutoCAD LT

Droite CA : LIGNEO d’'un point quel-
conque a@212.28<100

Droite CB :LIGNEO depuis le point C
(utilisez I'accrochage EXTrémitg¢ a
@200<-371.002

Position de la droite ABCERCLEI de
centre le point A (utilisez I'accrochage
EXTrémité et de rayori91.46]

371.002

Droites AB possibles : tracez deux c
lignes depuis le centre du cercle
jusqu’aux deux points d’intersection du
cercle et de la droite CB.

Il reste & mesurer les deux longueur
possibles CB et CBavec la commande
DISTANCHI et les angle#, A', B etB’

par exemple avec des cotations angu-
laires (menu COTATION / ANGULAIRE).

O

Fig. 5.28-a. : Solution graphique
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Programmation en basic standard
de la résolution de triangles

Le programme suivant regroupe les quatre cas de figure possibles de la résolu-
tion d'un triangle. Il est donné en BASIC standard (avec les numéros de ligne)
pour étre adapté aux calculatrices programmables.

Trois données sont nécessaires. Les variables contenant les angles sont notées AA, AB
et AC. Celles qui contiennent les cotés sont notées CA, CB, CC. Par convention, le coté
CA est opposé a I'angle AA.

1 PRINT "Résolution de triangles"

2 INPUT "(1)ABc (2)abc (3)abC (4)abA"; NU

3 ON NU GOTO 10, 100, 200, 300

4 END

5 REM On connait un coté et deux angles adjacents

10 INPUT "Co6té c (m) "; CC

20 INPUT "Angle A (gon)"; AA

30 INPUT "Angle B (gon) "; AB

40 AC = 200 — AA — AB : REMCalcul direct de l'angle C

50 CB = CC / SIN(AC) * SIN(AB) : RENMLalcul direct du cb6té b
60 CA = CC/ SIN(AC) * SIN(AA) : REMCalcul direct du cbté a
80 PRINT "Angle C : "; AC ;"gon" : REMffichage des résultats
90 PRINT "Cété b : ";CB; " m"

95 PRINT "Cé6té a: ";CA; "m" : END

99 REM Trois cotés connus

100 INPUT "C6té a (m) "; CA

120 INPUT "C6té b (m) "; CB

130 INPUT "Cé6té c (m) "; CC

140 AA = ARCCOS((CC"2+CB"2—CAN2)/(2*CC*CB))

145 IF AA <0 THEN AA=AA+200 : REMsi A négatif, ajouter 200 gon
150 AB = ARCCOS((CA"2+CC"2-CB"2)/(2*CA*CC))

160 IF AB < 0 THEN AB=AB+200 : REMsi B négatif ajouter 200 gon
180 PRINT "Angle A : "; AA ;"gon"

190 PRINT "Angle B : ; AB ;"gon"

195 PRINT "Angle C : "; 200 — AA — AB ;"gon" : END

199 REM un angle et deux cétés adjacents connus

200 INPUT "Longueur du cété a (m) "; CA

220 INPUT "Longueur du c6té b (m) "; CB

230 INPUT "Angle C (gon) "; AC

240 CC = SQR(CA"2+CB"2—-2*CA*CB*COS(AC))

250 AB = ARCCOS((CAN2+CC"2—-CB"2)/(2*CA*CCQC))

260 IF AB < 0 THEN AB=AB+200 : REMsi B négatif, ajouter 200 gon
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280 PRINT "Angle A: "; 200 — AB — AC ;"gon"

290 PRINT "Angle B : "; AB ;"gon"

295 PRINT "C6té c : "; CC ;"m" : END

299 REMOn connait un angle, le coté opposé et un autre coté

300 INPUT "Longueur du c6té a (m) "; CA

320 INPUT "Longueur du cété b (m) "; CB

330 INPUT "Angle A (gon) "; AA

340 IF CA<CB*SIN(AA) THEN GOTO 390 : RENCas sans solution (aller en 390)
345 IF CA=CB*SIN(AA) AND AA>=100 THEN GOTO 390

350 IF CA>CB*SIN(AA) AND AA>100 AND CA<=CB THEN GOTO 390
355 AB = ARCSIN(CB*SIN(AA)/CA) : AC =200 - AA— AB

360 PRINT "Solution 1" : PRINT "Angle B (gon) ";AB

363 PRINT "Angle C (gon) ";AC

364 PRINT "Co6té c (m) ";SIN(AC)*CA/SIN(AA)

365 IF CA>CB*SIN(AA) AND AA<100 AND CA<CB THEN GOTO 375
370 PRINT "Solution unique" : END : REMin du cas a une seule solution
375 PRINT "Solution 2" : REMDébut du calcul de la®Xolution

380 PRINT "Angle B' (gon) "; 200—-AB

381 PRINT "Angle C' (gon) ";AB — AA

385 PRINT "C6té c' (m) ";SIN(AB-AA)*CA/SIN(AA) : END

390 PRINT "Pas de solution” : END

Ce programme est donné sur le cédérom du livre sous forme de fichier
(TRIANGLE.BAS) lisible par le programme QBASIC.EXE livré avec le DOS (a partir
de la version 5.0). Le listing est dans le fichier TRIANGLE.TXT.

Remarques
. Le listing ci-dessus est donné pour une calculatrice programmable en BASIC stan-
dard et réglée en mode grades. Le listing du programme TRIANGLE.BAS (sur le
cédérom) fait apparaitre des conversions d’angles de radians en grades (et inverse-
ment) puisque I'ordinateur travaille en radian.

. Lelisting ci-dessus suppose que votre Basic dispose des deux fonctions arccos() et
arcsin( ). Si ce n’est pas le cas, vous disposez d’au moins I'une d’entre elles, par
exemple arcsin( ), et vous obtiendrez I'autre grace a la transformation suivante :
ALPHA = arcsin(SQR(1 — COSINUS 72)). Cette expression permet de mettre dans
la variable alpha la valeur de I'angle dont le cosinus est stocké dans la variable
cosinus. Elle remplace donc la fonction arccos( ). Alpha est donné en grades si la
machine est réglée en mode grades lors de I'exécution du programme. Par exemple,
la ligne 250 du programme ci-dessus deviendrait :

250 AB = ARCSIN(SQR (1 — ((CAN2+CC2-CB"2)/(2*CA*CC))*2 ))
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Tableau de calcul pour la résolution de triangles

Si vous préférez l'utilisation d’'un tableur, la résolution des triangles est pro-
ﬁ? posée sur le fichier TRIANGLE.XLS pour EXCEL.
Excel 7

Trigonométrie sphérique

Quelques relations de trigonométrie sphérique sont nécessaires a certains calculs sur la
« sphere » terrestre. Elles sont données ci-apres.

Excés sphérique

La somme des angles d'un triangle sphérique est
supérieure a 200 gon d'une quant#iéappelée
excés sphérique. Le calcul de cet excés permet
donc de remplacer le triangle sphérique ABC
(fig. 5.28-b.) par un triangle plan dans lequel la
trigonométrie classique s’applique. On a:

S

A+ B+ C=200 +£ avec Eradians = -
R

Fig. 5.28-b. : Triangle sphérique |  Sest la surface du triangle sphérique.

R est le rayon de la sphére.

L'exces sphérique étant toujours tres petit, la surfaBeest calculé par des formules
approchées de trigonométrie plane, par exempBss a.bsinC ou autre. Les angles du
triangle plan équivalent sont diminuésais.

Application

La surface terrestre est proche d’'un ellipsoide de révolution (tome 1, chap. 2, § 2.) dont
le rayon de courbure moyen en un lieu de latithést donné par :

R = aj1-¢€

1- ezl];inqb

aetesont des paramétres de définition de I'ellipsoide (demi-grand axe et excentricité).
Calculez I'exces sphérique d'un triangle équilatéral de 20 km de c6té situé a Antibes.

Réponse

A Antibes, R = 6 377 121 m. Pour un triangle équilatéral de 20 km de céoté
S=20006../3/4 n?, donce = 2,7 dmgon.

258 OUTILS MATHEMATIQUES



Remarque

L'assimilation locale de la terre a une sphere de rayon mRgtiiapproximation de

la formule donnant I'excés sphérique conduisent a des erreurs sur les c6tés des trian-
gles qui sont de l'ordre du centimétre pour des cotés de 180 km, donc largement
négligeables pour des mesures courantes.

Quelques relations dans les triangles sphériques

Si on noteA, B, C les angles aux sommets du triangle sphérique letet c les arcs
Opposés a ces angles, on obtient :

. larelation fondamentale suivante : aescod . cog + Sirb . sirc. COA ;
. la formule des cotangentes suivante : cAtaginC = cotama . sirb — cod . cog;

. laformule des sinus suivant&d = s!nb = sinc

sinA sinB  sinC
Ces relations restent valables aprés permutations circulaires des paramétres. Ces rela-
tions font intervenir les ar@g b etc mesurés sur la sphére de rayon unité. Ces longueurs
sont donc équivalentes aux angles au centre de chaque arc intercepté sur la sphére
étudiée.

Les angled\, B etC sont les angles plans entre les tangentes au triangle a chaque sommet.

Surface d’un QUADRILATERE

La surface du quadrilatere ABCD ci-contre (fig|
5.29.), inscriptible dans un cercle de rayet
circonscriptible & un cercle de raygrs’exprime
par :

S = J(p-3d(p-b)(p—c)(p—d)
S= pr
a+b+c+d

avec :p = >

Fig. 5.29. : Quadrilatére ABCD
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Somme des angles internes d’un polygone

La somme des angles internes d’'un polygona détés (fig. 5.30.) vérifie la relation

suivante :

Z a; = (n—2)[200 gon

Fig. 5.30. : Polygone

Réponse

Fig. 5.31. : Exercice

Application
1 - Vérifiez que cette formule s’applique au cas
particulier du triangle.

2 - Démontrez que la somme des angles externes
vérifie la relation suivante :

i=n

z B = (n+2)200 gon avecB, = 400— q,

i=1

1- Pourn = 3, la somme des angles internes vaut 200 gon.
2- Remplacez les angles interrepar 400 -8 et simplifiez.

Application

La figure 5.31. schématise un raccordement circu-
laire entre deux alignements droits S-T1 et S-T2 : le
raccordement est constitué de deux arcs de cercle
tangents entre eux au point | et d’angles aux centres
respectifsx, eta,. Trouvez la relation liant, eta,.

Réponse

75,7624 + 100 +100 ¢, + (200 +a,) = 600
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Les sommets sont connus
en coordonnées cartésiennes x,y

Soit un polygone den sommets dont chacun est
connu par ses coordonnées rectangulaXes Yi).
La figure 5.32. présente un exemple anec4. La
surface de ce polygone s’exprime de deux manier
équivalentes :

i=n
1
S= E[zxi(Yi—l_YHl)
i=1
1 i=n
S = EEEYi(Xi—l_XHl)

i=1

Fig. 5.32. : Surface en cartésien

Remarques
. Si la surfaces est positive, alors la surfa@est négative et inversement. On doit
donc toujours vérifier qu€ +S= 0.
. Lors de la rotation des indiceson applique la convention suivante :
Xo=Xy: Yo= Yo X1 = X5 Yo = Yo

n

Cela revient & considérer les sommets comme étant sur une boucle décrite en tournant
autour de la surface ; le sommet 1 est alors le suivant du sanetygtar conséquent,
le sommen est le précédent du sommet 1.

Démonstration de ces formules

Le raisonnement est fait sur le triangle 1-2-3 (fig. 5.33.) : sa surface peut étre décomposée
en trois trapézes rectangles :

. letrapézeX;, X,, 2, 1) de surfacg = (X;—X,).(Y,;+Y,)/2
. letrapezeX,, X,, 2, 3) de surfac§, = (X;—X,).(Y5+Y,)/2
. letrapézeX;, X, 1, 3) de surfac&, = (X;—X,).(Y;+Y,)/2

La surface totale du triangle 1-2-3 &t S,—S,. Aprés mise en facteur, on obtient :
2.8 =Y.(%=X) + Y, (X, = X5) + Y5.(%, = X).
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On arrive donc a la formulation obtenue précédem-
ment pour la surfac®’. La formulation donnant la
surfaceSserait obtenue en découpant le triangle en
trapézes rectangles « horizontaux ».

La suite de la démonstration est effectuée par
récurrence dont nous rappelons le principe : la for-
mule est démontrée pour I'indice= 3 ; on la con-
sidére vraie a l'indican et 'on démontre qu’'elle
reste vraie a I'indice+1 ; elle est alors vraie pour
toute valeur de.

Fig. 5.33. : Démonstration

Application

Le polygone suivant est défini par les coordonnées locales de ses sommets exprimées
en meétre dans le tableau suivant. Calculez sa superficie au centimétre carré pres.

Point A B C D E
Xi (m) 120,41 341,16 718,59 821,74 297,61
Yi (m) 667,46 819,74 665,49 401,60 384,13
Résultats
Point X=X Y=Y X(Y,-Y) Yi(X.,-X.,,)
A —43,55 —435,61 -52451,8001 —29067,8830
B -598,18 1,97 672,0852 -490352,0732
C —480,58 418,14 300471,2226 -319821,1842
D 420,98 281,36 231204,7664 169065,5680
E 701,33 —265,86 —79122,5946 269401,8929
Totaux 400773,6795 —400773,6795
Surface totale : 200 386,8398.rRérimétre : 1 817,85 m.
Le double calcul d&etS est une excellente vérification des calculs.

Les sommets sont connus en coordonnées polaires
La définition des coordonnées polaires est donnée au paragraphe 8.1.

Un appareil du type théodolite stationné au p&ipermet d'effectuer les lectures des
anglesa; sur les sommets du polygone. Si on mesure ensuite (par exemple au ruban) la
distance horizontale du poi® a chacun des sommets, on connait ces sommets en
coordonnées polaires topographiques ( a) dans le repére (S, X, Y), l'axe des
ordonnée¥ étant la position du zéro du cercle horizontal du théodolite (fig. 5.34.).
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Attention : ces coordonnées polaires sont particl
lieres a la topographie puisque le zéro des ang|
est placé sur I'axe des ordonn&est leur sens de
rotation est horaire. Les coordonnées polaire
mathématiques placent le zéro des angles S
'axe des abscisses avec des angles tournant
positivement en sens trigonométrique (ou invers
horaire ; voir paragraphe 8.1).

On découpe la surface totale du polygonende
cOtés em triangles partant tous du sommet S. O
peut en déduire la surface en projection horizor

tale d’'un polygone den cb6tés par la formule

Fig. 5.34. : Surface en polaire

suivante :

i=n

i=1

1 .
S = EEE Dh,[Dh;, 8in(a;,,—a;)

Remarque

sommenmn.

valeur ni de signe : sin= sin(400 +a).

Application

nées dans le tableau suivant :

Points Dh (m) Angles (gon)
A 48,12 53,12
B 51,33 100,03
C 48,71 147,41
D 57,48 261,53
E 47,93 380,37

. Par conventiom,,, = a, etDh ., =Dh, ; le sommet 1 est le sommet suivant le

. La surface du triangle (1S4) de I'exemple de la figure 5.34. fait intervenir I'angle
(a,—a,) qui est négatif. Pour obtenir sa valeur dans le tableau, il suffit de lui ajouter
400 gon. Ceci n’est pas nécessaire dans le calcul puisque le sinus ne change ni de

. Sila station S est située a I'extérieur du polygone, la formule est également appli-
cable. Il apparait alors dans le calcul des surfaces négatives dont il faut conserver le
signe dans la somme de la formule générale.

Calculez la surface du polygone (A-B-C-D-E) levé
en coordonnées polaires topographiques a partir
la station S (fig. 5.35.). Ces coordonnées sont do

Fig. 5.35. : Exercice
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Résultats

La surface totale est 5 409,1575enle périmétre 292,36 m. Le tableau suivant donne
le détail des calculs.

Triangles | Angle (a;,,-0;) | Surface (m2) | Cdté opposé (m)
ASB 46,91 829,8781 35,94
BSC 47,38 846,8655 36,46
CcsD 114,12 1365,6326 83,12
DSE 118,84 1317,6265 84,90
ESA 72,75 1049,1548 51,94

Formule de sarron

Soit un polygone da c6tés. Si I'on connait la longueur de-1 c6tés et la mesure des
n-2 angles entre ces cdtés, on peut calculer la surface du polygone par la formule :

ablsinab+ aclsinac+ ad&inad+...

S = % + beinbe+ bd®inbd+ ...

+ cd®incd+ ..

. a, b, c, d.. représentent las—1
cOtés connus.

. ab est l'angle entre les vecteurs

—> —> — i ,
AB et BC. ab est aussi le complé-
mentaire de I'angle interne au sommet

B (noté B ) :ab =200 -B

. ab, ac, ad, bc, bd, etc. représen-
tent lesn — 2 angles dirigés entre les

Fig. 5.36. : Surface levée par polygone — 1 cotés de longueur connue.

. Les angles dirigés s’additionnent :
ac = ab + bc,ad =ac +cd , etc. (fig. 5.36.).

La formule s’applique au triangle :2= a.b.sinab =a.hsin(200-ab ).

264 OUTILS MATHEMATIQUES



Démonstration de la formule de Sarron

On découpe le quadrilatére de la figure 5.37. en deux triangles ABD et BCD dont les

surfaces se calculent comme suit :

28,55 =ah, =a[b.sinab +c.sin(200 -ac )].
2.8, = b.h, =b.csinbc.

On obtient finalement la formule de Sarron
pour un quadrilatére :

2.S=a.hsinab +a.csinac +b.csinbc

La démonstration pour un polygona aotés
peut étre faite sur le méme principe.

Fig. 5.37. : Démonstration
de la formule de Sarron

Application

Coté DE =31,59m

Réponse

mule.

Calculez la surface du polygone ABCDE (fig. 5.38.) sy
lequel les mesures suivantes ont été effectuées :

Coté AB=12,32m Angle ABC = 113,656 gon
Coété BC = 28,46 m Angle BCD = 97,127 gon
Coté CD =25,52m Angle CDE = 116,632 gon D

La surface totale est 869,556% me tableau suivant | delaformule de Sarron
donne le détail de calculs des différents termes de la for-

=

E
Fig. 5.38. : Application

Tableau de calcul de la surface du polygone ABCDE (fig. 5.38.) par la formule de sarron.

Cotés (m) Angles dirigés (gon) Surfaces en m?
a=12,32
ab= a.b.sin(ab)=
86,344 3425913
b= 28,46
be= ac=ab+bc= a.csinfac)= b.c.sin(bc)=
102,873 189,217 52,9996 7255597
c¢=25,52
cd= bd=bct+cd= ad=ac+cd= a.dssin(ad)= b.d.sin(bd)= c.dssin(cd)=
83,368 186,241 272,585 —353,6564 192,7991 778,8205
d= 31,59
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Formule de simpson

Cette formule, peu utilisée en topographie, permet

F d’introduire et donc de comprendre la formule des
MY B _- e

‘ — < trois niveaux (8 7.2.).

N %

w A/’ q Soit a calculer la surface délimitée par I'arc de para-
! n, bole AC (d’axe vertical) et 'axe des abscissés

|

- -

N

J |
W7
L
Fig. 5.39. : Démonstration
de la formule de Simpson

des abscisse$ soient équidistantes d’'une valéur

s (fig. 5.39.). L'arc est découpé en deux parties AB et
/ t BC telles que les projections de A, B et C sur I'axe
61 X
h -

On utilise la propriété de la parabole suivante : la
surface délimitée par I'arc de parabole ABC et la
droite AC est égale au deux tiers de la surface du
parallélogramme circonscrit ADEC ; la surface

hachurée FABCG a donc pour valeur :

_thiths 0,2 hy+hs_ h
S= o 25+ 5 E2hh, —2h === 3(h+ah+h)
En découpant la surface en quatre trongons égaux, on obtiendrait :

5= Xy +4h, +hy) + Dhy + 4n, +hg) = D(hy + hg + 4h, +2ny)

En généralisant a une suiterdtervalles équidistants de:

h
= é(hl + hn+1 + 42 hpair + Zz himpair)

Le nombren d'intervalles doit étre pair. S'il est imposé impair, le dernier trongon est
calculé a part (par exemple en le divisant en deux).

On peut appliguer cette formule a la détermination de la superficie délimitée par une
courbe quelconque découpéendnongons égaux. Plus le découpage est serré, meilleure
est la précision.

; 14 fois 45.025 m

Fig. 5.40-a. : Exercice d’'application de la formule de Simpson
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Application
Calculez la surface délimitée par la courbe C et la droite D (fig. 5.40-a.). Chacun des
14 troncons de courbe de largéur 45,025 m est assimilé a un arc de parabole.

Résultat

En appliquant la formule, il vientS = 45,025/3 . [0 + 0 + 4. (51,337 + 102,737
+113,336 + 99,047 + 93,791 + 112,756 + 59,466) + 2.(84,433 + 111,879 + 104,915
+95,458 + 101,979 + 101,232)]55 976 M. La valeur « exacte » (mesurée grace a la
commandeAlRE option Entité d’AutoCAD) est de 56 011,51%nsoit un écart infé-

rieur a 0,1 %. La courbe a été tracée par la commBaade’LIGNE; elle est donc
constituée d’une succession d’arcs de cercles tangents entre eux.

Formules complémentaires

Fig. 5.40-b. : Surfaces diverses

Secteur circulaire Segment circulaire Ellipse Segment parabolique
a .
s - mg> Zaon S = mg* —gon_g? snd s - b s=2ab
400 400 2 4 3

f=R.[1 -cos(a/ 2)]

Résolution informatique

Programmation en basic standard des formules précédentes

Ce programme regroupe les méthodes de calcul abordées précédemment, a
I'exception de la formule de Simpson peu utilisée et dont la programmation
présente peu d'intérét. Suivant les données en sa possession, l'utilisateur
choisira le sous-programme (1), (2) ou (3).

1 PRINT "Calcul de surfaces"

2 INPUT "(1)Cart. (2)Pol. (3)Sarron"; NU

3 ON NU GOTO 5, 100, 200

4 END
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5 PRINT "Sommets donnés en tournaatour de la surface"

10 INPUT "Nombre de sommets"; N : DIM X(N), Y(N) : RBNI= nombre de sommets
20 FOR I=1 TO N : PRINT "Point n° ";| : REMBoucle d'entrée des coordonnées

30 INPUT "X=";:X(I) : INPUT "Y=";Y(I)

50 NEXT |

60 S = X(1)*(Y(N)=Y(2))+X(N)*(Y(N-1)-Y(1)) : REMValeur initiale de la surface S
70 FOR I=2 TO N-1 : REMBoucle d'incrémentation de la surface S

80 S =S + X(*(Y(I-1)-Y(I+1))

85 NEXT |

90 PRINT "Surface : ";ABS(S)/2;" m2" : END

100 PRINT "Sommets donnés en polaires"

110 INPUT "Nombre de sommets”; N : DIM D(N) , A(N): REM = nombre de
sommets

120 FOR I1=1 TO N : PRINT "Point n° ;|

130 INPUT "Distance m ";D(1)

140 INPUT "Angle gon ";A(l)

150 NEXT |

155 S = D(1)*D(N)*SIN(A(1)-A(N)) : REMValeur initiale de la surface S
160 FOR I1=1 TO N-1 : RENBoucle d'incrémentation de la surface S
170 S =S + D()*D(I+1)*SIN(A(1+1)-A(1)

180 NEXT |

190 PRINT "Surface totale : ";S/2;" m2" : END

200 PRINT "Surface par la formule de Sarron"

210 INPUT "nomb. de c6tés connus : "; N : DIM C(N), A(N), AC(N)
220FORi=1TON

225 PRINT "Coté "; i; "m"; : INPUT C(i)

230 IF i < N THEN PRINT "Angle "; i; "-"; i+1; "gon"; : INPUT A(i)

240 NEXT i

250 FORi=1TO N — 1: REMBoucle de calcul des angles cumulés AC()
255 AC(i)) = AC(>i— 1) + A(i) : NEXT i
260S=0:FORi=1TON-1:FORj=iTO N-1:RBbucle dincrémentation de S
270S =S+ C(i) *C(j + 1) * SIN((AC(j)) — AC(i — 1))

280 NEXT j: NEXT i

290 PRINT "Surface "; S/ 2;" m2" : END

Le listing de ce programme est fourni sur cédérom dans le fichier SURFACES.BAS pour
une utilisation avec le programme QBASIC.EXE. Le listing est dans SURFACES.TXT.
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Calcul de surface automatisé sur tableur

ﬁ? Un tableau de calcul prét a I'emploi est fourni sur le cédérom de I'ouvrage : il
se nomme SURFACES.XLS. Il ne traite que les surfaces levées en coordonnées
Excel 7 cartésiennes ou en coordonnées polaires.

Les coordonnées des sommets de surfaces levées par cheminements au moyen de la
formule de Sarron seront calculées (voir chap. 2, § 1.) avant d'étre utilisées dans la feuille
« Cartésien » du tableau SURFACES.XLS.

Exemples de résolution graphique

ﬁ 1- Polygone dont les sommets sont donnés en coordonnées cartésiennes :

£ c’est le cas le plus simple pour la résolution graphique sur DAO. De plus, depuis
le développement de I'utilisation des stations de travail électroniques qui four-
nissent directement les coordonnées des points levés, cela devient quasiment le
cas général.

dutoCAD LT

Environnement de travail : réglez le nombre dé
chiffres aprés la virgule souhaité dans le men
FORMAT / CONTROLE DES UNITES. (com-

mandeDDUNITS]), par exemple quatre chiffres| » c
aprés la virgule pour les longueurs de maniére|a
obtenir le centimétre carré dans les surfaces
affichées.

Tracé du polygone POLYLIGNEI du point
120.41,667.468 au point 341.16,819.74 au
point 718.59,665.409 au point821.74,401.60
au point297.61,384.13 au pointClorel]

c
®

E
Fig. 5.41. : Exercice 1

Mesure de la surface : comman&i&E] optionObjet, cliquez sur la polyligne contour
et lisez la surface et le périmétre en bas de I'écran. Résultat au paragraphe 6.1.

2- Polygone dont les sommets sont donnés en coor
données polaires :la construction graphique est £

aussi simple que précédemment. On utilise les A
coordonnées polaires absolues. Environnement de

travail : mémes réglages que précédemment avec,|de B
plus, le réglage des unités angulaires en grades, zgro

au nord, sens de rotation horaire. ; [

Tracé du polygone :POLYLIGNEI du point Fig. 5.42. : Exercice 2
48.12 < 53.12] au point51.33 < 100.08! au point
48.71 < 147.410 au point57.48 < 261.581 au point
47.93 < 380.371 au point Clore[d. Mesure de la
surface : voir 1-. Résultat au paragraphe 6.2.
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3- Polygone dont on connaih-1 c6tés etn-2
angles entre ces cotésformule de Sarron

La construction graphique est plus complexe.
Son intérét est l'introduction d’une notion trés

utile en topographie : le changement de repére
(SCU pour AutoCAD : Systeme de Coordonnées
Utilisateur).

Environnement : méme configuraton qu’au 2-.

AB et BC sont tracées dans le repére général
(A,x,y) : LIGNEO du point 0,00 au point
Fig. 5.43. : Exercice 3 0,12.321 au point@28.46<-313.6586.

Pour tracer CD, nous allons passer dans le repere
(B,x1,y1) : commandeSCU] option OBjet]
cliquez sur la ligne BC vers le point B. Tracé de QIDGNEL du point C EXTrémitéde

BC) au point@25.52<-197.12(7

On effectue les mémes opérations pour tracer DE : définissez le repére (C,x2,y2) puis
LIGNEO du point D au poin@31.59<-216.632

EA n’est pas indispensable. Mesurez la surface du polygone avec la conkiREde
donnez successivement les 5 points A, B, C, D puBX@iémitéde...) puis validez()
aprés I'entrée de E. Le résultat est donné au paragraphe 6.3.

Remarques

. Les options de la comman&€Usont accessibles a la souris dans le menu VUE /
DEFINIR LE SCU.

. Chaque fois que I'on définit un nouveau SCU, on peut le sauvegarder (option
Sauver de la command&CU afin de pouvoir le rappeler simplement plus tard
(option Restaurer). Tout cela peut aussi étre géré dans la boite de dialogue
DEFINIR LE SCU / SCU EXISTANT du menu VUE (commaridBSCU).

Volumes quelconques

C’est une application de la formule de Simpson démontrée au paragraphe 6.4. Le volume
d’'un solide quelconque (fig. 5.44.) peut étre évalué a I'aide de la formule suivante :

V = 2(81 + S’]+1 +4z Spair + 22 Smpair)
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Le volume est découpé entrongons pan+1
plans paralléles et équidistants d’'une hauteur
La hauteur totale est doit=n.h.

Le nombre de trongons doit étre pair. S'il est
imposé impair, le dernier (ou le premier) trongon
doit étre traité a part (par exemple en le décou-
pant en deux).

Le calcul de volume au moyen de courbes de
niveau effectué au chapitre 10 du tome 1,
paragraphe 2.5.3. est une application de cette
formule.

Fig. 5.44. : Calcul de volume
par la formule de Simpson

Formule des trois niveaux

Cette formule permet de calculer la plupart des volumes complexes (tronc de pyramide,
tronc de cOnes, segments sphériques, tas de sable, etc.). Soit le volume (fig. 5.45.) tel
que:

. les surface§ S etS'" sont paralleles entre elles ;
. les surfaces extrém&=etS sont distantes de la valduhauteur du volume ;
. lasurfaceS" est située a la demi-hauteup.

Fig. 5.45. : Tas de sable

Le volume total vaut alorg V = E(S+ S +4S8")

En fait, c’est une application de la formule du paragraphe 7.1 npodr

A partir ce cette formule, on peut retrouver le volume d’une pyramide de hawtede
surface de base: V, =h/6.(S+0+4S/4)=S.h/3.

pyramide
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Formule de la moyenne des hases

Dans le cadre de calculs de
cubatures pour des mouvements
de terre (voir tome 1, chap. 10,
§ 2.5.), il n'est pas utile d'effec-
tuer un calcul exact des volumes
de terre, les quantités de terrg
déplacées et les incertitudes sur le
dimensions réelles des excavai
tions et sur la connaissance du tert
rain naturel sont telles gu’il suffit Fig. 5.46. : Volume de déblai
d’un calcul approché pour rester
dans la méme marge d’erreur. On

emploie alors la méthode de calcul suivante (fig. 5.46.) : on considere que le ¥blume
est égal au produit de la demi-somme des surfaces qui le lin8te8t)(2 par la distance

h qui les sépare.

)

Pour démontrer cette formule, on part de la formule des trois niveaux.

S’ etSétant paralleles et distanteshijeon peut dire qu8'’ = (S + S) / 2 (si les facettes
qui joignentSetS sont des plans. En remplacant dans la formule des trois niveaux, on
obtient I'expression ci-dessus).

Calcul exact par décomposition
en volumes élémentaires

Le volume a décomposer doit étre
délimité par des surfaces planes régu-
lieres (surfaces non gauches). Les$
volumes de base sont (fig. 5.47.) :

. lapyramide de surface de b&ue
volumeV =S .h/3

. letronc de prisme de section droite
triangulaireS de volume

V=S.(hy+h,+h)/3

. le tronc de prisme dont la section
droite est un parallélogramme
(voir tome 1, chap. 10, §2.5.2.1))
de volume :

Fig. 5.47. : Volumes élémentaires
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V=S.(h +h,+h;+h,)/4
D’autres formules sont données au paragraphe 7.6.

Application

Le volume de la figure 5.48. est délimité par deux sections droites paralléles distantes
de 17,48 m; sa face supérieure est horizontale (remblai). Il peut étre décomposé en
deux pyramides et quatre troncs de prisme a base triangulaire.

Calcul du volume total exact‘

1- Pyramides : [(7,02.6,25)/2.17,48]/ 3
[(3,71.5,02) /2 .17,48] /3

2- Troncs de prisme : (4,71 .17,48)/2.(6,14 + 7,02 +0) /3
(6,12 .17,48) /2. (7,23 +5,02 +0) /3
(17,21 .17,48)/12 . (5,02 + 7,02 + 6,14) /3
(17,22 .17,48)/12 . (7,23 + 6,14 + 5,02) /3
Volume total : 2 415,172

Par la formule de la moyenne des bases (8§ 7.3.), on obtient :
S=17,48.[(17,21.(5,02+7,02)/2+3,71.5,02/2 +6,25.7,02/ 2)

+ (17,22 .(7,23+6,14)/2+6,12.7,23/2+ 4,71 . 6,14/ 2)] | Bsok 504 m.
L'erreur relative est de 3,5 % ; elle est acceptable dans un calcul de cubatures.

3.7 % 17.2% 6.2

Fig. 5.48. : Exemple de volume de remblai
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Application

Calculez le volume d’eau maximal que peut contenir la piscine schématisée sur la figure
5.49-a.

Les notation sont: les points en fond de piscine sont appelés (a, b, ¢, d, e, fetg) ; leur
projection horizontale en surface est &, ¢, d, €, f et d) ; b et € représentent les
points hauts du décroché central du fond de la piscine.

Calcul au moyen de la formule des trois niveaux

La piscine est découpée en trois volunvgsV, et V, dont les faces extrémes sont
paralléles.

.V, estlimité par les surfaces (g-Hy) et (a-f-&-f') th=2,75m
S =375.32
$=75.(32-2,75.0,07)
S”,= (3,75 +1,875) . (3,2—2,75.0,07/ 2) V, = 47,846 A
.V, estlimite par les surfaces (a‘Hg) et (b-e-b-€) :h=8,5m
S,=75.(3,2-2,75.0,07)
S,=75.(3,2-(2,75+8,5).0,07)

S,=75.(32-(2,75+85/2).0,07) V, = 172,762
hg’ af b'e’ cd’
S %
x O& o _p/'“_ c|
p 7%
hg al|f —
>
Coupe Z-7
15
275 8.5 3.75
T
© a,a’ b,b’,b”" ©
g Jpua’
A et pt —1E5ET
+ U
E f.f ee.e %
Vue en plan
Fig. 5.49-a. : Piscine
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. Vjestlimité par (b-e"-b'- €) et (c-d-¢-d) : h=3,75m
$=75.(32-04-(2,75+8,5).0,07)
S,=3,75.(3,2-0,4-15.0,07)
S',=(3,75+1,875).(3,2-0,4-(2,75+8,5+3,75/ 2) .0,07)

V,; =39,990 m

Le volume total es¥ =V, + V, + V, = 260,598 ri

Calcul au moyen de la formule simplifiée
de la moyenne des bases

Le découpage est le méme que précédemment mais le calcul est effectué par la moyenne
des bases (§ 7.3.).
V,=(3,75.32+75.(3,2-2,75.0,07)).2,75/2 = 47,548 m
V,=(75.(32-275.0,07)+75.(3,2—-(8,5+2,75).0,07)).85/2=172,2625m
V,=(75.(3,2-0,4-(2,75 + 8,5).0,07) + 3,75.(3,2 - 0,4 — 15.0,07)) . 3,75/ 2

= 40,6055 m
Le volume total est de 260,883 svit 0,1 % d’erreur relative, ce qui est négligeable.

Le volumeV, ne change pas d’'une méthode a l'autre : de par sa forme, il constitue le cas
idéal d’application de la formule simplifiée qui devient alors exacte.

Calcul exact a I’aide de la décomposition
en volumes élémentaires

La décomposition est effectuée sur la figure 5.49-b.

Fig. 5.49-b. : Découpage en volumes élémentaires
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. Lesvolumey/,, V, etV, peuvent étre decomposes chacun en deux prismes de section
droite triangulaire dont le volume total est :

V,=(8,5.7,5).(2.3,0075 +2.2,4125) / 4= 172,7625 m
V,=(3,75.2,75) . (2.3,2+2.3,0075) /4 = 32,0074 m
V,=(3,75.3,75). (2.2,0125 + 2. 1,75) /4 = 26,4551 m

. Lesvolumed/, etV, sont aussi des prismes de section droite triangulaire :
V,=(1,875.2,75)/2.(3,2+2.3,0075) /3=7,9191 m
V,=(3,75.1,875)/2.(1,75+2.2,0125) /3 = 6,766 m

Le volume total es¥ =V, + V, + V,; + 2.V, + 2.V, = 260,598 i

On constate que la formule des trois niveaux est exacte dans ce cas de figure.

Formules complémentaires

Les formules suivantes donnent les volumes et surfaces de solides réguliers (fig 5.49-c.).

Fig. 5.49-c. : Solides réguliers

Cylindre de section droite circulaire :V = tR.h S=2nR.h

Cone de base circulaire : V=hR.m/3 S=mna.R

Ellipsoide de révolution : V=4/3ma’b

Sphére, secteur et segment sphériqué, ;. .= 4 / 31LR° Siphere= 4T
Vo= 2 / 3TR.N S.aome= 2-TR.N
Veegment spheriqus 7T/ 3h.(3R -h)
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Transformation de coordonnées d’un systeme a I’autre

Transformation de coordonnées cartésiennes

en coordonnées polaires mathématiques

Le point M (fig. 5.50.) est repéré par ses coordonnégs
cartésiennes (ou rectangulaires) : X, Y,,)-

. . P Y,
Les coordonnées polaires mathématiques sont, dans Mﬁ

I'ordre, le rayon polaire et I'angle polairex : M (r , a).

En convention polaire mathématique, les angles tournent
positivement en sens trigonométrique (inverse horaire) ;
leur zéro est sur I'axe des abscisses et ils sont générale-
ment exprimés en radians, unité du systéme international.

Fig. 5.50. : Coordonnées
cartésiennes et polaires

M

\

\

\

\

\
=
! X

Xm

Les formules de transformation sont les suivantes :

r= A/Xf,,+Yf,|

on voit sur la figure 5.50. que

tana = Y
Xw
<._——“ La plupart des calculatrices possédent cette transformation sous forme de fonc-
tion préprogrammeée. Par exemple, sur FX850, tapez RQN() puis [EXE] ;

la calculatrice affiche alors; tapez ensuite [Y] [EXE], elle affiche dans
'unité dans laquelle elle est réglée au moment du calcul (degré, grade ou

radian).

o Xy = rleosa
Les formules de transformation inverse sont :

Yy = risina

0,

&'_J Sur une calculatrice FX850P, tapez REC(a) puis [EXE] ; la calculatrice

affiche X. Ensuite [Y] [EXE] donné.

Applications

Transformez M(102,32 m ; 98,55 m) en coordonnées polaires mathématiques avec un
angle en degrés : vous devez trouver le point N de I'exercice suivant.

Transformez N(142,06 m ; 0,7666 rad) en coordonnées cartésiennes : on retrouve M.
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Transformation de coordonnées cartésiennes
en coordonnées polaires topographiques

Le point M (fig. 5.51.) est repéré par ses coordonnées
cartésiennes (ou rectangulaires) : X, ( Y,,)-

Les coordonnées polaires topographiques sont la distance
horizontaleDh et le gisemen® : M (Dh, G).

En convention polaire topographique, les angles tournent
positivement en sens horaire ; leur zéro est sur I'axe des
ordonnées et ils sont toujours exprimés en grades (sym-
Fig. 5.51. : Coordonnées | pole gon): cela vient des choix technologiques sur les
polaires topographiques | o4 reils de topométrie.

Les formules de transformation sont les suivantes :

tanG = &
Y,

M

on voit sur la figure 5.51. que

@ On peut utiliser une fonction de la calculatrice : il suffit d'inverser les données

X etY pour obtenir le résultat en convention topographique. Sur CASIO FX
850P, taper POLY , X ) puis [EXE]; la calculatrice affiche aloBh ; tapez
ensuite [Y] [EXE], elle affiché&. Si ce dernier est négatif, ajouter 400 gon pour
obtenir le gisement définitif.

Les formules de transformation inverse sont :

Xy =Dh.sinG
Yy =Dh.cosG

Sur calculatrice FX850, tapez REOH , G) puis [EXE]; attention : la calculatrice
affiche d’abordY puis tapez [Y] [EXE] pour obtenk.

Applications |

Transformez M(102,32 m ; 98,55 m) en coordonnées polaires topographiques : vous
devez retrouver le point N de I'exercice suivant.

Transformez N(142,06 m ; 51,195 gon) en coordonnées cartésiennes : on retrouve M.
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Changement de repére

Translation de repére

Soit un point M dont les coordonnéég,( Y,,) sont
connues dans un repére RQ) (fig. 5.52.). y y/p
On veut connaitre les nouvelles coordonnées de M Y/EM ,,,,,, EFA
dans le repére'RO', x,y) déduit de R(Ox,y) par M‘ ‘ |

— I
translation de vecteubO’' de coordonnéxs ( ‘ fo} |
Yo), qui sont les coordonnées de la nouvelle or|- Y, H,,Jﬁ,i,f‘x;ﬁ
gine O dans l'ancien repere R(Qy). Les nou- iiill
velles coordonnées de M dan{®, x, y) sont : 0O Xo Xy x

Fig. 5.52. : Translation de repere
M | Xy —Xo
Yy — Yo

Démonstration

—
Les nouvelles coordonnées de M daf®©RX, y) sont représentées par le vectelm

—  —
oM =0'0+

Soit un point M dont les coordonnéeg,( Y,,)
sont connues dans un repére R(@) (fig. 5.53.)
On veut connaitre les nouvelles coordonnées
M(X',, ; Y'\y) dans le repere’®0,x’, y") déduit de
R(O,x,y) par rotation d’angle. Les nouvelles
coordonnées de M dans @,x',y’) sont :

—_—  — — Xy = Xy—Xo
OM = OM-00 donc:g " M °°
DYM = YM_YO'

Rotation de repére

M

X'y = Xy.cosx +Y,,.sina
o .
Y'y = =Xy.sina +Y,,.cosx

Remarque

—
O XM X
Fig. 5.53. : Rotation de repére

La formule ci-dessus n’est valable qu’en

conventions mathématiques, c’est-a-dire sens
de rotation trigonométrique et zéro des angles sur I'axe tlfaut conserver le signe
de I'angle de rotation.
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Réponse

Démonstration
On obtient directement les équations a
M démontrer en projetant les coordonn¥ex
*a\::::?& Y_sur les axex’ ety’ du nouveau repere
A (fig. 5.54.).
L)
’/“XVX, " Application
— o )
g\////x ” Soit un point M de coordonnées (110,12 m ;
78,77 m) dans un repere R (Qy). Cal-
¢l culez les nouvelles coordonnées du point M
w.coske apres rotation de repéere de — 18,767 gon et
1 9 . .
Fig. 5.54. : Démonstration tLansIatlon devectel (-3,14m;9,8m);
V est donné dans R(®y).

Les coordonnées sont M( 88,36 ; 98,82) (voir les explication au paragraphe suivant).

Changement de repére : translation puis rotation

Fig. 5.55. : Changement de repére

Attention : le résultat du calcul dépend de
I'ordre dans lequel sont effectuées les trans-
formations. L'ordre correct dépend du repere
dans lequel est exprimé le vecteur de transla-

N
tion V . Un mauvais choix peut amener a une
erreur (voir I'exercice précédent).

En effet, si 'on commence par la rotation
pour passer de R(Q, y) a R(O,x",y"), au
moment d’effectuer la translation pour passer
au repere R(Qx"", y"), il faut que le vecteur
de translation soit donné dans le repére
intermédiaire R(OX", y") qui a subi une
premiére rotation.

Si 'on commence par la translation, ce probleme ne se pose pas puisque le vecteur de
translation est exprimé dans le repere de départ dans lequel on effectue cette translation
R(O,x, y). Reprenons I'exemple du paragraphe précédent.

En commencant par la rotation d'angle (— 18,767 gon), les coordonnées du point M
deviennent (82,48 ; 107,37) dans le repére R{Qy").
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Le vecteur de translation devient dans le repere intermédiairexR(@') :
x=-3,14 . cos(- 18,767) + 9,88 . sin(— 18,767) = - 5,88
y=3,14 . sin(- 18,767) + 9,88 . cos(— 18,767) = 8,54

On retrouve, aux arrondis de calcul prés, le point M (88,36 ; 98,82).

o M X" = Xy=Xg)-coxx + (Y,,—Yg).sina
Dans ce cas, la formule générale est : , .
Yy == Ky—=Xo)-sina + (Y, —Yy).cosx

Xy"'O O ; 0 Xy —Xod
La notation matricielle (voir § 8.3.) donnat(] "' = [ €080 Sina ™M OH
Yu"O  O-sina cosa O OV — Yo O

Cette notation, plus facile & mémoriser, fait apparaitre la matrice de rotation dtangle

Changement de repeére : rotation puis translation

En topographie, ce probléeme se pose généraJe-

ment lorsque I'on souhaite passer d'un repere V!

local (O,x',y'") & un repére général (®,Y) /4

(fig. 5.56.) : le point Mg,.y,) est connu en MY,

repere local et on veut obtenir ses coordonnées YA?,Z\\

(Xy ; Yu) en repere géneral. Y, / M

On connait les coordonnées dans le repére ©| O’ S~/
genéral de l'origine @X,; Y,) du repére local \X\/\AX,
ainsi que le gisemef de I'axe des ordonnées du 0 o v s =X

repere local dans le repére général. _ .
Fig. 5.56. : Changement de repére

Dans une premier temps, on effectue une rotatian
de repére d’angl& = —a. Puis on effectue une
translation de vecteur'O connu dans le repére (Q,Y), donc :

M | X, =Xg*+Xy.co$5-Y,, .siG
Yy =Yg Xy SIG +Y), . co$

O O ~0 0 O
La notation matricielle (voir § 8.3.) donneM %(MD = %(O'D+ BCOSG _S'nGDﬁ( MO
vyl LYol LsinG cosGU Ly, U

Programmation en basic standard

@y > PRINT "Translation puis rotation de repere"
nessic 10 INPUT "Angle de rotation (sens trigo, gon) :"; A
20 PRINT "Coordonnées actuelles de la nouvelle origine :"
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30 INPUT "X=";XO : INPUT "Y=";YO

50 INPUT "Nombre de points a calculer ";N : RENdmbre de points a calculer
60 FOR I=1 TO N : PRINT "Point N° "I : RENDébut de la boucle de calcul
80 INPUT "X=";X : INPUT "Y="Y

100 PRINT "Nouvelle Abscisse ";

105 PRINT (X—XO)*COS(A)+(Y-YO)*SIN(A)

110 PRINT "Nouvelle Ordonnée ";

115 PRINT (Y=YO)*COS(A)—(X—XO)*SIN(A)

120 NEXT | : END

Ce listing est fourni sur le cédérom de I'ouvrage (fichier ROTATRAN.BAS) pour fonc-
tionner avec le programme QBASIC.EXE.

Ecriture d’un tableau

Avec cet exemple simple, nous allons voir comment bétir facilement et rapide-
ment un tableau de calcul sous EXCEL. Démarrez le programme EXCEL sous

Y

Excel7  Windows, puis menu FICHIER / NOUVEAU pour commencer une nouvelle
feuille vide.
A | B | 3 | D E F
1 Angle de rotation (sens trigo, grades) : -18,767
2 | | |
3 Coordonnées de la nouvelle origine dans I'ancien repére :
4 (ou vecteur de franslation Xo (m) = -3,140
5 Yo (m) = 9,880
6
7 Coordonnées Coord. aprés translat. Coord. aprés rotation
8 X (m) Y (m) X' (m) Y’ (m) X"'(m) Y (m)
9
10 110,2 78,77 113,26 68,89 88,36 98,82
n -6,28 19,76 -3,14 9,88 -5,88 8,54
12 -35,23 3,93 -32,09 -5,95 -28,98 -15,02
13 -1,58 57,44 1,56 47,56 -12,32 45,96
14 35,20 40,07 38,34 30,19 27,91 40,02
15 27,34 13,48 30,48 3,60 28,12 12,30

Entrez tous les textes et données comme sur I'exemple ci-dessus : cliquez dans une case,
tapez le texte ou la valeur et validez par ENTREE. Les textes sont en noir, les données en
bleu, les résultats de formules en rouge et en italique.

282 OUTILS MATHEMATIQUES



Entrez en case C10 la formule suivante := A10 {E$4

Entrez en case D10 la formule suivante := B10 {E$5

Entrez en case E10 la formule suivante := C10 * COS(E$1 * PI()/ 200) + D10 * SIN(E$1
*PI() /2001

Entrez en case F10 la formule suivante := D10 * COS(E$1 * PI() / 200) — C10 * SIN(E$1
*PI()/200)0

Sélectionnez les cases C10 a F15 et cliquez I'option RECOPIER / VERS LE BAS du
menu EDITION (ou tapez CONTROL B) ; les formules se recopient en s’adaptant :
seules les références précédées d’'un $ ne changent pas.

Voir aussi le tableau HELMERT.XLS dans lequel une feuille effectue ces calculs.

Résolution graphique sur Autocad IT

ﬁ Environnement de travail : angles en grades, sens de rotation trigonométrique,

£ zéro sur I'axe des abscisses (a I'est) ; ces réglages sont effectués dans la case de

“HIT dialogue  CONTROLE DES UNITES du menu FORMAT (commande
DDUNITS.

Dessinez le point M dans le repére généralf:
POINTO 110.12 , 78.7@ My

Changez de repére : commargeU], option
Origined au point 3.14 , 9.881. Répétez la
commande&sCU] optionZ[ (angle de rotation
autour de I'axe des Z), angle (gon)8.7670]

Demandez les coordonnées du point M dans |e o-
nouveau repére par la commanid®. Ces X

coordonnées s'affichent en bas de I'écran texte. ° \
XH

Si vous voulez d’autres points, sauvegardez |e
SCU actuel $CU / Sauvegardgrdessinez les | Fig. 5.57-a. : Changement de repére
autres points dans le repéere général (retour a
SCU général pasCUID), rappelez le SCU
précédent pour les identifieBCU / Restaurgr

Changement de repere dans I‘espace a trois dimensions

Un changement de repére dans I'espace peut se décomposer en trois translations et trois
rotations indépendantes. On extrapole les formules valables en plan au cas général d’'un
changement de repére dans I'espace. Les angles de rotation sont donnés en sens positif
trigonométrique (voir aussi la remarque relative a la figure 5.57-b.).

On cherche a exprimer dans un repérexXQy’, Z) les coordonnées d’'un point M connu
dans le repére (& Y, 2).
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Rotations puis translations

On applique simultanément trois rotations d’angles indépendantg €trz) au vecteur
OM(Xy, Yu» Zy)- On translate ensuite le vecteur obtenu d’un vecteur de transtafityn (
t2) qui représente I'opposé des coordonnées de I'ancienne origine dans le nouveau repére.

Le résultat est donné par I'équation matricielle suivante :

%('ME El 0 0 Egcosry O—sinryg Bcosrz sinrz (E %MB %XE
%"Mgz 5b cosrx sinrxgmé 0 1 0 E%—sinrz cosrz (%%/M%_ %yg
[¥'yO [0 —sinrx cosrx(J Osinry O cosyJ [ O 0 10O OzO

En développant et en notant cos cx, sirrx = sx etc., on obtient :
Xy=Xy-(cy.co+yy,.(cy.s2— 3z,.(sy)—(tx)
Yu=Xy-(SX.sy.cz—cx.sz)#y(sSx.sy.sz+cx.cz)z(sx.cy)—(ty)
Zy,=Xy-(cx.sy.cz+sx.9zy,.(cx.sy.sz—sx.xzz,.(cx.cy)—(tz)

Translations puis rotations

—>
On translate le vecteudM X, Y. z,) d'un vecteur de translatiorx( ty, tz) qui
représente les coordonnées de la nouvelle origine dans I'ancien repere. On applique
ensuite successivement les trois rotations d’angtesy(etrz) au vecteur translaté.

Le résultat est donné par I'équation matricielle suivante :

%’ME Elll 0 0 @écosry O—Sinryé Ecosrz sinrz (g %M_txé
! = H . _t

%/MD %b cosrx sinrx5H .O 1 0 Dm_D sinrz cosrz (%%/M yo
[¥'yO [0 =sinrx cosrx] Osinry 0 cosrydd O 0 100z, -tzO

En développant et en notant cos cx, sirrx = sx etc., on obtient :

Xy = (4= 1X) . (Cy . €D+ (Yy—1y) . (Y . )= (7 —12) . (sy)
Yu=MXy—tx).(sx.sy.cz—cx.sz) +[¥ty).(SX.Sy.sz+cx.cz) +fztz).(sx.cy)

Z,, = (Xy —tx) . (cx.sy.cz + sx.sp+ (Y, —ty) . (cx.sy.sz — sx.x# ( z,—tz).(cx.cy)
Attention : les formules précédentes ne sont valables que pour des angles de rotation
indépendants ou angles d’Euler. Les angles de rotation sont exprimés dans le repere

d'origine ; en effet, si I'on effectue les rotations successivement, le résultat sera
différent : il dépend alors de I'ordre dans lequel on effectue ces rotations.

Le tableau HELMERT.XLS permet d’'effectuer ce type de transformation (voir
ﬁ? aussi au chapitre 1, paragraphe 10.3.3., une application a un changement de
Excel 7 systeme géodésique par transformation a sept paramétres).
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Attention au signe des rotations : le
sens positif de rotation dans un plarn
OXY, OXZ ou OYZ est donné par
la regle dite du «tire-bouchon »
(fig. 5.57-b.).

Dans le plan OXY, si le repére tourne
autour de l'axe deZ dans le sens
horaire, un tire-bouchon d’axe OZ se
déplacerait suivant ez négatifs. Le
sens positif de rotation dans ce plan
est donc le sens trigpnométrique.

Fig. 5.57-b. : Sens positifs de rotation

Les mémes remarques sont applica-
bles au plan OYZ.

Dans le plan OXZ, lors d’'une rotation en sens horaire autour de I'axe QY, le tire-bouchon
sa déplace dans le sens des ordonnées positives. Dans ce cas, le sens positif de rotation
est le sens horaire.

Remarque

Pour des angles de rotation trés petits et exprimés en radian, on peut éagire a sin
et cowr = 1 ; on obtient donc, en négligeant les termes du deuxieme ordre, la matrice

El rz —ry%
simplifiee suivante pour la combinaison des trois rotatidng; 1 x O
g 0
ary —rx 10

rx, ry etrz sont donnés en radians et en sens positif trigonométrique.

Applications

1 - Calculez les coordonnées du poiritthansformé du point M de coordonnées (5 m,
—7m, 11 m) par translation de vecteur (5m , —2m, 15m) puis rotations d’angles
(rx =12°,ry = 35°rz = 44°). Mémes calculs pour les points N (Om ; 12 m; 26 m) et
P(2m;8m;7m).

2 - En partant des points M,'MN, N, P et Pconnus dans les repéres avant et apres
transformation, retrouvez les valeurs des translations et des rotations appliquées aux
deux repéres.

Réponse

1 - M'(-0,551m; —4,614m; —4,406m);'(N1,289m; 15852 m, 9,436 m);
P(6,154 m ; 10,658 m ; — 7,844 m).
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2 - Il faut résoudre un systeme de neuf équations a six inconnues. On pealpdonic

se contenter de deux points. Une solution rapide et facile a mettre en ceuvre est
l'utilisation du solveur d’Excel comme au paragraphe 10.3.3. du chapitre 1.

Rappels sur les matrices

Les matrices sont des outils trés pratiques dans la manipulation de vecteurs (que ce soit
en plan ou dans I'espace). Elles permettent de simplifier les notations et de rendre les
calculs systématiques et donc faciles a informatiser.

Notation matricielle

Une matrice est caractérisée par son nhombre de lignes et de colonnes. Nous utiliserons
essentiellement :

| | esh
. dans le plan, des matrices deux lignes, deux colomifeSr]
b ddJ
Dans le paragraphe 8.2.3. sont données les matrices de rotation en plan autour de I'axe
perpendiculaire a ce plan.
0 0
. L _ 0a dgg
. dans I'espace, des matrices trois lignes, trois colonngsg pJ
O O
Oc fiQ

Dans le paragraphe 8.2.8. sont données les matrices de rotation autour d'un axe dans
I'espace a trois dimensions.

Un vecteur peut aussi étre considéré dans I'espace comme une matrice trois lignes, une
colonne ou bien dans le plan, comme une matrice deux lignes, une colonne.

Opérations sur les matrices

On peut effectuer, entre-autres, les opérations suivantes sur des matrices :

g.og0o g 0
. coslabd, Be I _Dave p+fd [AQ (A0 A+ ag

. Addition de matrices O 0+ o= O O%bDJrDeD=Db+ ell
Ocdd Cghd [c+g d+hO gooo O

OcO Of0 Oc+fO

. Multiplication d’'une matrice par un vecteur :
fadgimg  ax+ dy+ g7 000 O
ou EaCD 0= o+ cy%

(b e IOV = O
=P e HEYE ™ Box+ey+ hig o4 B B E = B s ay
Oc f i0zO 0Ocx+fy+izO
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Remarquez que le produit d’'une matrice par un vecteur donne un vecteur.
Des applications de cette opération sont données aux paragraphes 8.2.3., 8.2.4. et 8.2.8.

: . . . > 2 -
. Produit vectoriel : le produit vectoriel de deux vectetﬂg Bst donne un troisieme
vecteur perpendiculaire au plan défini par les vectédurs B et . Ses composantes
sont :

g men  pYaZaZaYer
P00 = T Xz

Remarquez les permutations circulaires d’indices d'une ligne a l'autre.

Déterminant d’une matrice

Le déterminant d’'une matrice est un nombre qui la caractérise. Il est calculé ainsi :

O 0
) Ba A rdgg _ ,
Dét 0 =a.d—b.c ; Det%3 e t'E =(e.i-fh-d(bi—c.h+g.(bf-c.
b c fiD

I . . > : .
Appl|cat|gn :La norme du produit scalaire d’'un vectédur  par le vecteur issu du produit
vectoriel B O C est le déterminant de la matrice formée par ces trois vecteurs.

O O
- 3 |:|XA Xg XCD
Soit : ‘A (B DC)‘ = Det%yA Ys YCE
0Z, Zg Z:0O
9
Rappel: le produit scalaire de deux vecteurs nan@ est un nombre qui représente la

longueur projetée du vecteur A sur le vecteur B ; il a pour valeuk{+ Y,.Yg + Z,.Zp).
Applications
La théorie des matrices trouve, en topographie, les applications suivantes :

. Résolution d'un systémele trois équations a trois inconnues (généralisable a I'ordre
n). Soit a résoudre le systéme ci-apres :

%X+b@+cz+d: 0
feX+ fY+ gz+ h= 0
HX+jY+kz+1=0

OUTILS MATHEMATIQUES 287



X, Y etZ sont inconnues et peuvent étre déterminées directement par :

0 g g 0
_ Détx o Dd b O o e b Cc
X= Dét avecDety = Detly f g etDet = Detge f gg
alj kO Oi j kO
g 0 0 0
Dét, ) 02 d cg ét, ) Fa b dg
Y= —— avecDet, = DetJg p eZ = —= avecDeét, = Detllg § hI
Dét 0 d% Dét 0 0
Oi | kO Oij 1o

Une application de ces formules est donnée dans les tableaux de calcul aux moindres
carrés du chapitre 1.

. Distance d’'un point a un plan:
La distance PH d’ un pomt P a un plan défin T

par deux vecteurS\ 6 concourants ep i "
un point M s’exprime par : g

— > >
_ Dé(PM, A, B

HZ DgH Fig. 5.57-c. : Distance d’'un point a un plar]

PH est le rapport du déterminant de la
; i . . — > >
matrice 3 lignes, 3 colonnes formée des trois vectd®i¥s (A ,B et ) par la norme du
> >
produit vectoriel deA  paB

ADB

ﬂADBH

Une application de cette formule est détaillée au chapitre 7 du tome 1, paragraphe 1.4.2.

P
Dét(PM, A, B
Démonstration PH = ‘PM[h‘ =

> >
A OB
n est un vecteur normal unitaire.

Droite donnée par deux points et interpolation linéaire

Equation d’une droite donnée par deux points

Il existe deux manieres d'écrire I'équation de la droite D (fig. 5.58.) :
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.X_XA - XB_XA

1- directement]|:
Y=Yr Yg—Yu

2- par I'équation typeY =a X +b

a et b sont obtenus par la résolution du
systeme suivantY, =a X, + b

) Ye=aXg+h
Fig. 5.58. : Equations de droites
.. . . z YB - YA
Le coefficient directeur de cette droite est noté a|: a = XX = tana
B~ NA
L'ordonnée a l'origine de cette droite est noté b : b=Y,—a.X

Application

L'équation de la droite passant par A(12,21 m ; 17,45 m) et B(65,47 m ; 44,44 m) est :
Y=a.X+baveca=0,5068 eb = 11,26 m ; la résolution graphique est détaillée au
paragraphe 5.

Interpolation linéaire

Le cas de la figure 5.58. correspond aussi a la résolution d’'une interpolation linéaire
(communément appelée regle de trois) : on connait I'abssjssEun point M de la
droite AB, on cherche son ordonnég

. . . Yg—-Y
Le résultat est donné par la formule suivant¥y, = Y, + (X —X,) 5= »)

XB _XA)
Déterminez I'altitudeH d’un point M situé au point kilométrique 125,124 km sur une
route rectiligne définie par les deux points A et B suivants :
— A d'altitude 130,231 m situé au point kilométrique 124,321 km ;
— B d’altitude 121,881 m situé au point kilométrique 127,006 km.

Réponse

H,, = 130,231+ (125,124 — 124,321

121 881 130 231
127 006- 124 321

=127,734 m.
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Programmation en BASIC standard
opesic Linterpolation linéaire peut étre programmee ainsi

10 INPUT"Abscisse du point 1;X1 : INPUT "Ordonnée du point ;Y1
20 INPUT"Abscisse du point"2X2 : INPUT "Ordonnée du point 2Y2
30 INPUT"Abscisse du point chercligX

40 PRINT"Ordonnée du point cherchg;:Y 1+(X—X1)*(Y2-Y1)/(X2—-X1)

Droite de pente connue, passant par un point

Les données sont le point X, Y,) et la pente
p (par exemple 25 % = 0,25).

Par définition, on aa = p (coefficient direc-
teur de la droite).

Il reste a résoudrey( = a . X, + b) qui permet
d’obtenirb.

Fig. 5.59. : Droite de pente connue a=p-=tam
b=Y,—-p.X

Application

Donnez I'équation de la droite de pepte 20 % passant par le point A (12,21 m ;
17,45 m).

Réponse

Y =a.X + baveca= 0,20, soitr = 12,567 gon &b = 15,01 m ; la résolution graphique
est détaillée au paragraphe 8.5.

Droite perpendiculaire a une autre droite

On connait la droite Pd'équation Y
= a.X + b ;on cherche I'équation de,D
perpendiculaire a Pet passant par le

point A(X,, Y,).
Le coefficient directeur de D, est —14.

L'équation de Ds'écrit Y =-1/a.X + c.

c est donné pay, = -1a.X, +c.

Fig. 5.60. : Droites perpendiculaires

Donc I'équation de Dest :
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Application

Donnez I'équation de la droite, Passant par le point A(33,94 m ; 78,36 m) et perpen-
diculaire a la droite Pd'équatiory = 0,25 + 14,40.

Réponse

Y = a.X + caveca = — 4 etc = 214,12 m; la résolution graphique est détaillée au
paragraphe 9.5.

Droite paralléle a une autre droite

On cherche I'équation de la droite, D
passant par le point X{, Y,) et parallele a
la droite O d'équatiorlY =a . X + b

Le coefficient directeur de D, esta.
L'équation de Ds'écrity =a . X + c.

La résolution dé&/, =a. X, + c donnec.

Donc I'équation de Dest :

Fig. 5.61. : Droites paralléles

Y=a.X+(Y,—a.X)

Application

Avec les données du paragraphe 9.3., trouvez la drgifaialléle a la droite Det
passant par le point A.

Réponse

Y = a.x + caveca = 0,25 etc = 69,88 m ; la résolution graphique est détaillée au
paragraphe 9.5.

Construction graphique

L'environnement de travail est le suivant : angles en grades, zéro sur I'axe des

d abscisses (a I'est), sens trigopnométrique.
o800 LT
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& Premier exercice : § 9.1.

Dessinez directement la droite ARIGNECO du
point12.21,17.451 au point65.47,44.44]

La commandeLISTE] donne des informations

298515 sur tout objet dessiné. En cliquant sur la droite
A AB, elle fournit la valeur de l'angler, & 200
grades prés suivant le sens dans lequel elle a été
‘E dessinée (de A vers B ou de B vers A).

On lit o = 29.860 gon, so# = tana = 0.5068.

Fig. 5-gf-d£;°it§ir?t‘;””ée Obtenirb n'est pas immédiat et rarement indis-
P P pensable. Nous vous présentons une solution
possible pour I'exemple.

Construisez I'axe deg: LIGNED du point0,00 au point0,500. CHANFREINI entre la
droite AB et I'axe de¥ pour obtenir I'ordonnée a I'originéD [0 EXTrémitéde.... pour
obtenir la valeur de I'ordonnée a l'originb = 11.26 m.

& Deuxiéme exercice : § 9.2.

Dessinez directement la droite en utilisant la définition d’une pente en pourcentage
(25 %, soit 25 m erY pour 100 m erX) : LIGNEZ du point12.21,17.48] au point
@100,25]

Pour obtenir les valeurs deetb, voir I'exemple précédent.

23.00

T ,L 100.00

Fig. 5.63. : Droite donnée par un point et une pente

& {roisiéme et quatriéme exercices : § 9.3. & 9.4.
Dessinez la droite Pqui est donnéeLIGNEL du point0,14.4Q au point40,24.4Q..

Dessinez D perpendiculaire a la droite,DLIGNEL du point33.94,78.36) au point
PERpendiculaire a... R
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Dessinez Dparallele a la droite D COPIERI <choix des objets> cliquez sur la droite
puis validez [(J), du pointMILieu de... au point AXTrémité de...

Pour obtenir les valeurs @eetb, voir le premier exemple.

D3

D2

D1

(o]
Fig. 5.64. : Droite paralléle et droite perpendiculaire a une autre droite

Définitions

Le radian (rad)

C'estl'angle au centre interceptant sur le cercle un arc de

longueur égale a son rayoiffig. 5.65.). lrad
Un angle dex,, intercepte donc une longueurRlea,, sur le Y -

cercle. / R
R\
Le périmétre d'un cercle de rayoR est égal & 2LR. ’ |
\
La constantet peut étre calculée ainsi : \ p /
~ —

tan(t/ 4) =1 d'ourt=4 . arctan (1) = 3,14159... —

Fig. 5.65. : Le radian
Application

Calculez au millimetre prés la longueur de I'arc d’'un demi-cercle de rayon 10 m.

Réponse

L =m.10=231,416 m.

Le degré (deg ou °)

C'est 1a36C partie du cercle Il est généralement exprimé en degrés décimaux
(121,636°). On peut aussi I'exprimer en degrés sexagésimaux dont les sous-multiples
sont :
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. laminute sexagésimale 1' vaut 1/60°
. laseconde sexagésimalel" vaut 1/60de minute soit 1 / 3 600°

Application

1 - Transformez 121,636° en degrés-minutes-secondes (la plupart des calculatrices
permettent de le faire directement au moyen d’une fonction pré-programmée).

2 - Transformez 35° 12' 28" en degrés décimaux.
3 - Combien mesure un mile marin sachant qu'il intercepte un arc de méridien de 1' ?

Réponses

1-0,636° sont 0,636 . 60 = 38,16 minutes et 0,16 minutes sont
0,16 . 60 = 9,6 secondes ;
la réponse est donc : 121° 38' 10".

2- 35+12/60 + 28/ 3 66635,208°.
3 - Avec un rayon moyen d@= 6 367 km, 1 mile = 6 367 *2/360/60 = 1,852 km.

Le grade (symbole : gon)

Le terme « grade » représente l'unité, « gon » est sa notation ; c'est par défidioh la
partie du cercle C’est I'unité usuelle du topographe.

On utilise aussi souvent les sous-multiples du grade, a savoir : décidgadg ¢enti-
grade ¢gon), milligrade fngon), décimilligrade §mgon).

Un cgon est aussi umainute centésimale(1/10C de grade), notée

Un dmgon est aussi useconde centésimal€l/10 0006 de grade), notée.

Attention : ne pas confondre la notation des minutes ou secondes sexagésimales (' et ")
avec la notation des minutes ou secondes centésimales (" et ™ : I'orientation des apostro-
phes est inversée). Ces notations sont d'ailleurs a éviter absolument pour ne garder que
les sous-multiples du grade.

Conversions
Elles sont faites par regle de trois a partir des égalités suivantgg,= 360° = 400 gon

Application

1 - Convertissez 96° 18' 46" en grade puis en radian.
2 - Sur la documentation Leica du T2, on lit : écart type = 0,8" ; traduisez en gon.

Réponses

1-96 + 18/60 + 46/3 600 = 96,313° . 400 / 360 = 107,014 gadr200 = 1,681 rad.
2-0,8/60/60*400 /360 =0,00025 gon, soit 2,5 dmgon.
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Ordres de grandeur

Il est bon de connaitre les quelques ordres de grandeur suivants pour apprécier la
précision des mesures angulaires réalisées sur le terrain avec les différents appareils de
topographie. Certains théodolites permettent d’apprécier le dmgon.

Pour un angle petit et exprimé en radian, on peut écrire £siE et cog =1.

Exemples : sin(0,1rad) = 0,0998; sin(0,2rad) = 0,197
cos(0,1rad) = 0,0995; cos(0,2rad) = 0,980

Comme 1 gorx 1/64 rad, cela entraine qu’un écart d’angle de 1 gon a une distance de
64 m donne 1 m en bout de visée.

De méme,ona: 1 cgenl/6 400 rad 1 cgon a 64 m donne 1 cm
1 mgon= 1/64 000 rad 1 mgon & 64 m donne 1 mm
1 dmgon= 1/640 000 rad 1 dmgon a 64 m donne 1/10 mm

Caracteristiques d'une visée

Sensibhilité d'une visée

Sl
Notées, c'est le déplacement de I'extrémité de la visée //
pour une variation d'angle de 1 dmgon. La sensilsikst gy
proportionnelle a la portée de la visée, c’est-a-dire : //
no 1 J
S = 100 000D, ——=E——

'cm/dmgon km 200 10 000 //”D
sest exprimée en centimetre par décimilligrade. //
Soit, en simplifiant : 1 dmgon /

/’\
Scm/dmgon: 0'157 ka

En changeant d'unité pour les angles, on obtient :

Fig. 5.66. : Sensibilité
S =1,57D,, d’une visée

cm/mgon”

Déplacement d'une visée

C’est la valeur du déplacement de I'extrémité de la visée pour une variation d'angle
A

dmgort

d._=s

cm cm/dmgon*

A

dmgon
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Application

Calculez I'écart en centimétre que représente une erreur d'appréciation de 1 cgon a une
distance de 500 m.

Réponse

d=157.05.167,9cm.

Utilité de ce mode de calcul

Dans certains problemes, les données sont telles qu'il est impossible, ou parfois seule-
ment difficile, de résoudre directement, c'est-a-dire d'obtenir une formule « simple »
donnant I'inconnue cherchée. Par formule simple, on entend une expression du type :

X=f(a, b, g oua betcsont des constantes du probleme posé.
Deux cas peuvent se présenter :

. Premier cas :I'inconnue cherchée intervient dans I'équation finale sous sa forme
simpleX et dans un sinus, un cosinus, une tangente, etc.

Exemple : 2X + cosX = 5. Cela est impossible a résoudre directement.

Une application de ce type de calcul a la résolution d’une équation du troisieme degré
est traitée au chapitre 4 du tome 1, paragraphe 2.3.5 ; cela est utile si on ne dispose
pas des racines de ce type d’'équation.

. Deuxieme cas la complexité du probléme fait que I'on n’arrive pas (c’est peut-étre
impossible) a obtenir une expression de I'inconnue. On obtient une suite d’équations
dans lesquelles les paramétres se reportent et se mélangent a des inconnues intermé-
diaires et a I'inconnue principale.

Pour résoudre ces deux types de probléme, il existe une méthode de calcul numérique
rigoureuse qui permet d’aboutir au résultat. Il est plus simple de la détailler sur des
exemples.

Attention : le principe de la méthode de calcul repose sur la théorie mathématique des
séries. Suivant I'équation a résoudre et suivant la valeur de départ choisie, la série peut
ne pas converger. Dans cette derniére hypothese, le résultat ne pourra pas étre trouvé ; il
faut alors soit chercher une nouvelle forme de I'équation a résoudre, soit changer de
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technique de détermination : méthode de Newton, bissection des calculatrices (voir
§ 11.2.2.) ou bien fonction « valeur cible » d’Excel (voir § 11.2.4.).

Exemple de résolution
par approximations successives

Dans cet exemple, on obtient une formule non soluble directement.

Considérons un point P a partir duquel on veut déterminer un alignement Px perpendicu-
laire & une direction Ay (fig. 5.67.).

Pour cela, on se fixe un point C sur I'aligne
ment Ay et un point B milieu de [AC].
Depuis le point P, au moyen d'un théodolite
on mesure les angles :

APB = 34,651 gon, noté P
BPC = 57,471 gon, noté, P

On cherche a calculer I'angle CPx permet |
tant l'implantation de la direction Px direc- i

tement depuis la station P. Fig. 5.67. : Détermination de la
perpendiculaire & un alignement

Cette méthode peut aussi étre utilisée poyr
construire une paralléle & Ay en cherchant
I'angle Cpx — 100.

Relation littérale permettant
de calculer I'angle Cpx, noté X

Dans le triangle APB, on écrit : SINA _ %
BP AB

De méme, dans le triangle BPCLnC = sinP,
BP BC

Comme AB = BC, on obtient : M = %
sinC  sinP,

Si'on mene une paralléle a Ay passant par le point P, on peut écrire autour du point P :
300=A+P,+P,+ X, dou A=300-P, +P,+ X) etC=X-100.

Comme sin(300 &) = — cor et sin@r —100) = — cosg,

cos(P, + P, +X) sinP; _

I’équation finale donnarX est : -
cosX sinP,
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Résolution par approximations successives

La premiére étape est d'isoler I'inconnie par exemple en transformant I'équation

sin
sin

L P
ainsi: (1) X = arcco{ Pl EtosXJ — (P, +Py)
2

Il reste a résoudre par approximations successives (voir le tableau suivant).

Le principe est de donner une valeur de départ a I'incoX¥pce qui permet de calculer
la partie droite de I'équation modifiée (1). Le résultat de ce calcul donne une Xaleur
gu'il reste a comparerd LorsqueX' = X, la solution est trouvée.

La valeur de départ poirest 150 gon. A B
A partir de la treizieme itération (ligne pinP;
A 1 X arccos [FosX=— (P P
14), on constate que le troisiéme (gon) Ginp, >0 (P + Po)
cohlffre ?;()jres la vwgdulle ne valrle ,pIuE. 2 | 150,000 38,769
n peut donc considerer que le resultai— 38769 [+ 28515
est connu avec trois chiffres significa-
i . N o 4 | 28515 -32,655
tifs, ce qui correspond & la précision 5 32455 1100
des donnees : 6 _3 1’ 100 _3 11704
=—-31,536 gon — —
7 | -31,704 -31,472
Comme cos(200 X) = — co¥, I'angle 8 | 31,472 -31,561
cherché est donc : 9 | -31,561 -31,527
10 | -31,527 -31,540
X =168,464 gon 1M | -31,540 -31,535
12 | -31,535 -31,537
13 | -31,537 -31,536
14 | -31,536 -31,536
. . s . sinP,
Attention, on peut aussi obtenir I'équatiornX; = arcco{ 5 [cog(P, + P, + X)J
1

Si vous essayez de trouver le résultat en partant de cette deuxieme expression, vous
constaterez que la méthode par approximations numériques ne donne pas de résultat : il
existe un probléme de convergence.

\_,44 On peut contourner la difficulté au moyen d’une calculatrice possédant des

fonctions préprogrammées de résolution d’équations. Par exemple, la fonction
n° 5080 de la calculatrice FX850P qui est une résolution par la méthode de
Newton. |l suffit d’entrer la fonction, de donner la valeur de départ puis de
lancer le calcul pour obtenir un résultat. Une autre fonction utilisable, mais qui
converge moins vite, est la bissection (fonction n° 5090).

298 OUTILS MATHEMATIQUES



Il existe encore une difficulté : cette équation n'aboutit a un résultat que pour certaines
valeurs de départ correctement choisies pougn effet, utiliser la fonction arccos( )
implique de respecter son domaine de définition : aitn@xiste que pouy O]-1 , 1],

il faut donc choisir la valeur de départ poGrtelle que la fonction arccosK]) soit
définie. Dans cet exemple, il faut choisir (162,02X < 253,734) ou (- 37,978 X

< 53,734 gon).

Exemple de programmation de cette résolution en basic

Le programme suivant permet de résoudre ce probléme sur une calculatrice
programmable en Basic standard.

10 INPUT "Valeur de départ"; VD : REMnNtrée de la valeur de départ

15 INPUT "Nombre de chiffres aprés la virgule"; P : REM précision désirée

20 A=34.561 +57.471:Y = VD : REM constantes de départ

50 X = ARCCOS(SIN(34.651) / SIN(57.471) * COS(Y)) — A : REM équation

60 IF ABS(X-Y) < 107(-1*P) THEN GOTO 80 : REM si précision requise atteinte
70Y =X : GOTO 50 : REM sinon faire une nouvelle itération

80 PRINT " X="; INT(X*10”P) / 10"P : END

Utilisation d’un tableur pour résoudre ce probléeme

E? Démarrez Excel et placez (comme dans le tableau du paragraphe 11.2.2.) en

case A2 la valeur de départ 150 gon. En case B2, inscrivez la formule suivante :
Excel 7

= ACOS( SIN(34,651*P1()/200) / SIN(57,471*PI()/200) * COS(A2*PI()/200) )
* 200/PI() — 34,561 — 57,471

Recopiez la formule vers le bas sur 15 lignes. En case A3, inscriveZ etB2copiez
vers le bas sur 14 lignes. Réglez le nombre de chiffres aprés la virgule & trois sur les deux
colonnes pour faire apparaitre la valeur finale.

Autre solution : utilisez la fonction « valeur cible » (ou encore le solveur) d’Excel qui
permet de faire varier un parametre dans une équation jusqu’a obtenir une valeur désirée.

Inscrivez en case Al une valeur de départ (quelconque)l =50

Inscrivez en A2 la formule :
= CO0S((34,651+57,471+A1) * PI()/200) / COS(A1*PI()/200) — SIN(34,651*PI()/200)
/ SIN(57,471*P1()/200)]

En restant sur la case A2, sélectionnez la fonction valeur cible du menu outils et donnez
comme cellule a définir A2, comme valeur cible 0 et comme cellule & modifier Al. Le
résultat est A1 = — 31,5359137 gon.
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Résolution graphique

Dans ce probléme, la résolution graphique ne s’effectue pas par approximations

il . elle est unique et s’obtient directement par la construction suivante (fig. 5.68.).
Byiol b

L'environnement de travail est le suivant:
angles en grades avec trois chiffres significatifs,
sens horaire et zéro au nord. \

B B

Pour la construction des angles ABP et BPC:|

. tracez une droite quelconque PAIGNEO
du point (cliquez vers le centre de I'écran
au point (cliquez vers la position de A,
fig. 5.68.) ;

. construisez la droite (PBa partir de (PA) :
COPIERI la droite (PA) puis faites tourner
la copie parROTATIONI d'un angle de
34.651 gonenfin DEPLACER] cette der-
niere pour faire correspondre I&XTré-
mitésde (PA) et (PB) ;

. créez de méme (PCen copiant (PB) puis
en la faisant tourner d&7.471goret en la
déplacant vers I'extrémité des deux autres.

168.464g

Fig. 5.68. : Solution graphique

Pour la construction de I'alignement Ax :

. tracez la droite quelconque ACLIGNED du pointEXTrémitéde (PA) au point
EXTrémitéde (PC) ;

. B étant le milieu de AC, on applique le théoréme de Thalés pour dire quessB
paralléle a G, B' étant le milieu de AC

. créez ladroite BBen copiant la droite P@epuis soMILieu vers leMILieu de AC.
Cela donne le point B. |l reste a tracer Wh&NEO de A vers B et a la prolonger
(commandd?ROLONGHE]) jusqu’a la droite PC’ pour obtenir I'alignement de départ
AX.

Construction de Ay perpendiculaire a AXIGNEC du point P EXTrémitéde.) au point
PERpendiculairéx AC.

Mesurez I'angle cherché en dessinant une cotation angulaire.

Application

Connaissant le rayoR = 8,213 m et la surface du secteur circulaire schématisé a la
figure 5.69. §=5,433680 1f), on cherche a calculer la longueur de lAR
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mations successives$ est demandé au millimétre 8,)2(000 8;272
prés; on noteX' = 25+ REnZX0 | on prend 8,2 | 82272 82418
R (R 8,2418 8,2497

comme valeur de départ, valeur proche du rayon R. 8,2497 8,2540

i 3 8,2540 8,2562
Résultat X = 8,259 m. 82562 82575
Remarquez gu’il est nécessaire de faire les calculs avec 82575 8,2581
quatre chiffres significatifs pour étre sdr de la précision 82581 8,2585
du troisieme. En effet, si 'on s’arréte a trois chiffres,| 82585 8,2586
on trouve un résultat inexact de 8,258 dés la septieme 8,2586 8,2587
ligne. Pour retrouver la précision de la surfagéfaut 8,2587 8,2588
aller jusqu’aX = 8,2588636 m. 82588 82588
D’autres exercices utilisant cette méthode de calcul sont 8,2566 8,2568
détaillés dans l'ouvrage : 82588 82989
8,2589 8,2589

division de surfaces (voir chap. 4, § 2.3.2.) ; 82589 8,2589

Réponse

Si I'on noteX la longueur de lard\B ,

2 .
S = Oradian T[RZ _ R7LSINA agian
2m 2

donc?2S = F\; (aradian_ Sinaradian)

—_
commeAB = X = R@,.gian

on obtient|2S = R P_F;_ sin%%}

Fig. 5.69. : Exercice

Le tableau ci-contre détaille la résolution par approxi

tension d’'un ruban (voir tome 1, chap. 4, § 2.3.6.) ;

transformation de coordonnées (voir tome 1, chap. 2, § 3.4.6.).
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Mesures topométriques : terminologie

La topographie exige I'observation de nombreuses mesures. Considérons la distance
entre deux points parfaitement et trés précisément définis : cette distance est unique et
n'a qu’une valeur nomméaleur vraie. C'est une valeur utopique qu'il est impossible

de connaitre. Si nous mesurons plusieurs fois cette distance, nous obteméssltigs

de mesuragenon tous identiques ; ces valeurs seront des valeurs approchées de la valeur
vraie et celle que I'on retiendra, dans ce cas la moyenne arithmétique, sera nommée la
valeur conventionnellement vraiede la distance.

Les mesures donnent des valeurs non toutes identiques parce que :

1 - les observations sont effectuées par des personnes et non des robots : les gestes et
manipulations ne sont donc pas a chaque fois absolument identiques ;

2 -les conditions des observations changent : les variations de températures modifient
la longueur d’une chaine en acier, les différences de pression atmosphérique pertur-
bent les ondes des distancemétres, etc. ;

3 - les instruments, aussi précis soient-ils, de conception et de fabrication humaine,
sont forcément entachés d'erreurs : non perpendicularité des axes d'un théodolite,
défauts dans les graduations du limbe, défaut d’horizontalité de I'axe optique d’un
niveau, etc.

L'analyse de ces erreurs permet de se rendre compte que :

. certaines sont systématiquzs inévitables (celles citées en 2 et 3 par exemple) ; en
fait, on peut les connaitre et souvent les éliminer par des procédés de mesurage ou tout
simplement en les évaluant ;

. d'autres, en revanche, sont aléatoires ; on dit qu’elles sont accidentelles (celles citées
en 1) : elles dépendent essentiellement des opérateurs.

Le probleme du topometre est donc de tenir compte de ces erreurs dans le résultat
définitif de la grandeur mesurée et de définir jusqu’a quelles valeurs ces erreurs sont
admissibles.

Il faut aussi combiner les erreurs commises sur les grandeurs mesueseset
directes) lorsque la grandeur cherchée est fonction de ces mesures.

Dans un premier temps, donnons la définition de certains termes normalisés par la norme
AFNOR NF X 07-00

. le mesurageest 'ensemble des opérations expérimentales ayant pour but de déter-
miner la valeur d’une grandeur. En topométrie, on utilise souvent le termesiee
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. la méthode de mesuragest le mode de comparaison utilisé. On distingue :

— le mesurage direct comparaison de la grandeur avec un étalon : par exemple
mesurer une longueur avec un décamétre ou un angle avec un théodolite ;

— le mesurage indirectqui fournit le résultat de la grandeur par I'intermédiaire d’'une
formule faisant intervenir des mesures directes : par exemple la mesure de la surface
d’'un rectangle faisant intervenir la mesure de ses c6tés ou encore la mesure d’'une
altitude en nivellement indirect faisant intervenir au moins une mesure de distance
et une mesure angulaire.

. la valeur vraie d’'une grandeur est la valeur qui caractérise une grandeur parfaite-
ment définie : c’est une notion idéale qui ne peut généralement étre connue.

. la valeur conventionnellement vraie d’'une grandeusest la valeur approchée de la
valeur vraie d'une grandeur ; la différence entre ces deux valeurs peut étre négligée.

. l'erreur de mesurageest la discordance entre le résultat du mesurage et la valeur,
gue celle-ci soit vraie, conventionnellement vraie ou encore qu’elle soit la moyenne
arithmétique d’'une série de mesurages. Elle résulte des erreurs instrumentales, des
erreurs d'observations commises par l'opérateur ainsi que des conditions
d’observation : température, pression atmosphérique, humidité de I'air par exemple.

. les fautesou erreurs parasites sont les erreurs grossiéres, non admissibles, qui résul-
tent d’'une exécution incorrecte du mesurage.

Les erreurs en topométrie

Les observations effectuées dans les opérations topographiques sont entachées d’inexac-
titudes plus ou moins importantes provenant de I'imperfection des sens, des instruments
utilisés, des conditions atmosphériques, etc.

En améliorant les méthodes et les instruments, en répétant plusieurs fois les observations,
les erreurs seront réduites, mais la valeur mathématiquement exacte ne sera jamais
atteinte.

Les inexactitudes sont de deux natures différentedaléss etleserreurs.

Les fautes ou erreurs parasites

Ce sont des inexactitudes grossieres qui proviennent de la maladresse des opérateurs et
de leurs aides ainsi que de leurs négligences ; elles sont en général facilement décelables :
faute de lecture sur un ruban, faute de lecture d’angle, faute de lecture sur la mire, etc. Il
s’agit d’'une faute lorsque la tolérance donnée pour les observations ou I'approximation
donnée pour un instrument est dépassée.

Il faut se prémunir contre les fautes toujours possibles en se réservant un certain nombre
de contrbles, par exemple, une longueur doit étre mesurée au moins deux fois, a l'aller
puis au retour, des réitérations sur la mesure des angles seront effectuées, etc.
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Les erreurs

Ces inexactitudes sont absolument inévitables. Elles proviennent de I'imperfection des
instruments utilisés, de I'imperfection des sens de I'individu.

Leur valeur est faible par rapport aux fautes et de toute facon obligatoirement inférieure
a la tolérance. Mais quoique petite, la somme de ces erreurs donne aux résultats une
inexactitude dont il est recommandé de se préoccuper.

Par exemple, une distance est mesurée a l'aide d’'une chaine comportant une erreur
d’étalonnage ; cette erreur se reproduit & chaque portée avec la méme valeur et le méme
signe. Une telle erreur est dite systématique : on peut la connaitre en valeur et en signe.
Supposons enfin que cette longueur soit chainée sans prendre soin de s’aligner a chaque
portée : on commet a chaque portée une erreur qui, quoique conservant le méme signe,
n'a pas la méme valeur ; supposons enfin que, toujours pour déterminer cette méme
longueur, a I'extrémité de chaque portée les reperes au sol n'aient pas été faits parfaite-
ment en coincidence avec la graduation de la chaine, parfois avant, parfois apres; cette
erreur, dite de tracé, se reproduit tantét positive, tantot négative.

De telles erreurs sont dites accidentelles ; elles ne peuvent étre quantifiées.

Les erreurs systématiques

Ces erreurs se reproduisent toujours identiguement a elles-mémes. Elles sont dues a une
cause permanente connue ou inconnue. |l est toujours possible de la corriger soit par le
calcul (par exemple la correction d’étalonnage d’un ruban, tome 1, chap. 4, § 2.3.) soit
par un mode opératoire (par exemple le double retournement, tome 1, chap. 3, § 4.2.).

Les mesures topométriques consistent essentiellement en mesures de longueurs et en
mesures d'angles. Nous allons rappeler ci-aprés quelques erreurs systématiques caracté-
ristiques de ces types de mesures.

Pour les mesures de longueur&/oir tome 1, chap. 4)

. par chainage, les erreurs systématiques sont essentiellement des erreurs d’étalonnage
et, pour les éliminer, il faut apporter aux valeurs observées des corrections
d’étalonnage ; ces corrections sont multiples : tensions, température, étalonnage
proprement dit. C'est aussi I'erreur de chainette, d’alignement et le défaut d’horizon-
talité ;

. par des IMEL (instruments de mesures électroniques des distances) : par exemple les
distancemeétres. Les erreurs systématiques sont I'erreur d’étalonnage et celles dues
aux conditions atmosphériques, essentiellement la température et la pression.

Pour les mesures d’anglegvoir tome 1, chap. 3)

. erreurs de collimation horizontale et verticale ;
. erreur de tourillonnement ;
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. erreur d’excentricité de I'axe de rotation de 'alidade ;
. inégalité des graduations du limbe ;

. erreurs dues a la réfraction, etc.

Les erreurs accidentelles

Sont appelées accidentelles les erreurs qui ne présentent pas un caractére systématique,
c’est-a-dire qui ne peuvent étre ni calculées d’avance ni éliminées par la méthode opéra-
toire ; elles sont dues a des causes fortuites ou non analysables ; on ne peut que constater
leur existence et les subir.

Elles changent ou non de signe, mais changent continuellement de valeur. Détaillons ces
erreurs pour les deux principaux types de mesures effectuées en topométrie, a savoir :

les mesures de longueurs

. par chalnage : ce sont essentiellement les erreurs de matérialisation de I'extrémité des
portées et les erreurs de lecture ;
. parles IMEL : on retrouve certaines des erreurs de mesures d’angles ci-apres ;

et les mesures d’anglesce sont surtout les erreurs de centrage, de pointé, de lecture et
de flamboiement de I'air.

On définit deux types d’erreur :

a - I'erreur absolue qui estla différence algébrique entre le résultat du mesurage et la
valeur de comparaison. Suivant la valeur de comparaison utilisée, on distingue :

. l'erreur absolue véritable e qui est la différence algébrique entre le résultat du
mesurage et la valeur vraig! :

e= X—U

. l'erreur apparente v, appeléeécart probable en mesures directes résidu en
mesures indirectes, c'est la différence algébrique entre le résultat du mesurage
et la valeur conventionnellement vraie.

b - I'erreur relative qui est le quotient de I'erreur absolue par la valeur vraie ; c’est une
valeur algébrique usuellement exprimée en pourcentage.

On ne peut pas tenir compte de I'erreur accidentelle sous forme d’une correction apportée
au résultat du mesurage, mais, seulement a la fin d'une série de mesurages exécutés dans
des conditions pratiquement identiques, on peut fixer les limites dans lesquelles se situe
cette erreur avec une probabilité donnée. L'étude de ces limites constituent la théorie des
erreurs accidentelles.
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Modele mathématique

Le calcul des probabilités permet d’estimer la valeur vraie par une valeur dite conven-
tionnellement vraie et permet également d’évaluer I'incertitude sur cette valeur conven-
tionnellement vraie.

Expérimentation

Reprenons, dans les mémes conditions, un trés grand nombre de fois la méme mesure et
reportons sur un axe orienté les résultats. Nous constatons que toutes les valeurs sont
dispersées entre deux extrémes et qu'entre ces deux bornes leur répartition n'est pas
uniforme : la densité de ces mesures va en croissant d'un terme extréme inférieur jusque
vers le milieu de Il'intervalle complet, puis décroit jusqu’a une autre valeur extréme
maximale en passant sensiblement par les mémes valeurs. Si I'on indique sous chacune
des valeurs le nombre de répétitions nous notons une accumulation vers le milieu de
I'intervalle de répartition.

Calculons les indices de dispersion d'une série de mesurages directs.

Une longueur a été chainée 50 fois de suite et on a noté les valeurs suivantes :

2 mesuresa 74,54 m 9 mesuresa 74,59 m
3 mesuresa 74,55 m 6 mesuresa 74,60 m
5 mesuresa 74,56 m 4 mesuresa 74,61m
8 mesuresa 74,57 m 2 mesuresa 74,62 m
10 mesuresa 74,58 m 1 mesuresa 74,63 m

Représentons graphiquement (fig. 5.70.) les résultats obtenus : on réalise un histo-
gramme des mesures effectuées en portant sur un axe horizontal les mesures et au droit
de chaque intervalle ainsi défini on peut construire des rectangles dont la surface est égale
au nombre de mesures. Si I'on trace la courbe en laissant des aires sensiblement égales a
l'intérieur et a I'extérieur de chaque rectangle, on obtient la courbe de la figure 5.70.

- } -
74,54 S5 Sé

Fig. 5.70. : Résultats expérimentaux
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Cette courbe est trés proche d’'une courbe qui est symétrique par rapport a la droite
d'abscisse 74,582 m, valeur la plus probable ou moyenne arithmétique, et qui a la forme
d’'une « cloche ».

Introduction de la courbe de Gauss

Cette expérience a été faite bien souvent et les résultats sont constants : la courbe de
répartition a toujours la méme allure (fig. 5.71.). Les courbes obtenues dans I'étude de
différents cas sont superposables par un simple changement d’échelle des abscisses et
des ordonnées ; ainsi on peut représenter par la méme courbe, par exemple :

. les erreurs de fermeture des triangles d’une triangulation.
. les écarts de tir a I'arc, au pistolet, etc.

Ces courbes dites « courbes de Gauss » ont la méme équation, caractéristique de la loi de
répartition des erreurs accidentelles :

1 2 N z H
1 252 x-W" 1 ol xreprésente les valeurs possibles de la mesure,

e A
o./2m o ety sont des parametres.

Fig. 5.71. : Courbe de Gauss

Hypothése de travail

On admet qu'une mesure topométriguest une variable aléatoire dont la loi de distri-
bution est une loi normale de parametteévaleur vraie) eto (incertitude moyenne
guadratique ou écart type) et de densité de probabilité la fonction ci-dessus (8 12.3.1.).
Ainsi la probabilité pour que la mesutgrenne une valeur comprise entre deux valeurs

a eth, est I'aire comprise entre les droites d'équakiera etx = b, I'axe des abscisses et

la courbe, soit :
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b o7

1
P< X<b)=—— [ e
O'«/ZT[J'a

Cette probabilité est donc égale a I'aire de la surface hachurée sur la figure 5.72.

dx

Fig. 5.72. : Probabilité pour que x prenne une valeur comprise entre a et b

La courbe théorique (courbe de Gauss) est symétrique par rapport a la droite d’équation
x=u (fig. 5.73.). Elle présente deux points d'inflexion (changement de courbure) Q et
P d’abscisses respectivast o et 4 — o . g est I'erreur moyenne quadratique d’une
mesure ou écart type.

La probabilité que la mesukesoit dans l'intervalle de centreet de rayoro est égale a
I'aire hachurée (fig. 5.73.). Le calcul donne environ 0:63/8).

Q (points d'inflexion)

Fig. 5.73. : Probabilité pour que X soit dans un intervalle de ceniret de rayorno
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Cela revient a dire que si I'on effectue une mesure, nous avons deux chances sur trois de
trouver une erreur absolue inférieure a cette limite qu’est I'écart type.

Définissons I'écart équiprobable d’'une mesure, I'écart maximal d’'une mesure et la dis-
tribution statistique normale.

. Ecart équiprobable d’une mesure

C'est I'écart qui a une
probabilité de 50 % de ne
pas étre dépassé en valeuf
absolue.

Q (points d'inflexion)

On montre que (fig 5.74.) :

&= 0,680
&= 230

Fig. 5.74. : Ecart équiprobable d’'une mesure

. Ecart maximal ou tolérance d’une mesure

L'axe des abscisses étant]
asymptote a la courbe de
Gauss, I'écart maximal est
théoriquement infini puis-
gue ce serait celui qui
aurait une probabilité
100 % de ne pas étre dé-
passé en valeur absolue.
Mais il est évident qu'il
n'existe pas, en réalité, de
si grands écarts. En fait, il
est impossible de savoir
avec précision ou se situe
leur limite.

Fig. 5.75. : Ecart maximal ou tolérance

On fixe toutefois arbitrairement sa probabilité en convenantque I'écart maximal
tolérable est celui qui a une probabilité de 99 % de ne pas étre dépassé.

Le calcul montre que| &,=4¢&,~ 2,660.

Cette valeur conventionnelle définit la limite au-dela de laquelle on n’a plus affaire a des
erreurs mais priori a des fautes.
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Ces valeurs (2,66 ; 0,68 ; etc.) peuvent étre retrouvées dans la table de la loi normale
unité de paramétres =0 ets = 1.

. Distribution statistique normale
Si I'on considére la distribution des erreurs en pourcentage, on peut répartir les erreurs

positives, ou négatives, en cinqg classes (fig. 5.76.) :

- la premierecontient toutes les erreurs supérieures a 0 et inférieaygedreur
probable) : elle contient 25 % des erreurs ;

. la deuxieme contient toutes les erreurs comprises entre un et deux écarts
probables : elle en contient 16,1 % ;

- la troisieme contient toutes les erreurs comprises entre deux ef,treie en
contient 6,7 % ;

- la quatrieme contient toutes les erreurs comprises entre trois et guatie en
contient 1,8 % ;

. la cinquieme au-dela , soit 0,4 %.

En d’autres termes, les ordonnées de I'histogramme des fréquences sont proportionnelles
aux nombres suivants : 25; 16,1; 6,7 ; 1,8.

P Q
] i
! 25% | 25% !
| |

16,31% WG%W%
| |

6.7% | | 6.7%
i | ’
0,4% T 8% ! ! 187 0,4% X
—4ep —3ep —2ep  —ep 0 +ep +2&p +3ep +4ep

Fig. 5.76. : Distribution statistique

Remarque

En général, les cahiers des charges des travaux de géometre indiquent la tolérance
autorisée. On peut leur reprocher de ne pas préciser le pourcentage maximal des erreurs
ayant un ordre de grandeur voisin de la tolérance : on peut ainsi aboutir a de véritables
contradictions. Un travail ou 20 % des résultats avoisinent les limites est juridiquement
correct, alors que la distribution normale indique que 3 % seulement des erreurs
doivent étre comprises entre trois et quatre écarts probables.
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Valeur conventionnellement vraie

On démontre que la meilleure estimatiorpdest la moyenne arithmétique des mesures
effectuées qui est donnée par la formule suivante :

_ Xt X+

n
2%
LEXE X, S
n

On l'appelle « valeur la plus probable de la valeur vraie » ou « valeur conventionnelle-
ment vraie » mais ce n'est pas la valeur exacte — que I'on ne peut jamais connaitre.

Dans I'exemple proposé, on trouxg= 74,582 m.

Ecart type expérimental d’'une mesure

L'écart type expérimental est conventionnellement sgtpar abus de notation, il est
souvent notéo. On démontre que pour un nombre limité de mesures, sa meilleure

estimation est :

i (Xi - Xm)2 i viz

S = i=1

- |i=1

n-1 n-1

Déterminons I'erreur moyenne quadratique sur I'exemple précédent :

N,:'::erge Mesures Mo?'enne _ Valeurs absolues des Somme des carrés
n, (m) m) écarts a la moyenne (cm) des écarts

2 74,54 74,582 4,2 35,28

5 74,56 2,2 24,20

8 74,57 1,2 11,52

10 74,58 0,2 0,20

9 74,59 018 5,76

2 74,62 3,8 28,88

1 74,63 4,8 23,04

S (v)2=210,40
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2
’U.
L'erreur moyenne quadratique est donnée [gar: nz_ll = %0 = 4,30 .

Doncs=2,1 cm.

L'ensemble des 50 mesures de distances effectuées se résume donc a :

. lavaleur la plus probable : 74,582 m
. I'écart type expérimentals 0,021 m
. I'écart équiprobableg, 0,014 m
. I'écart maximal ou tolérance : 207 = 4., 0,056 m
|
10 ¢
9
8

(]

=y

LL1

X
A— -l
74,54 55 S >

d-
9

o)
=]
o)
o
n
a
w

—

40,021——%———————%
QT T T T
74,588%———————————————

-0,014— g——-
+0,014—— -
+0,021

Fig. 5.77. : Application numérique

Sur I'histogramme (fig. 5.77.), tracons les droites d'abscisse 74,582 — 0,021 = 74,561 m
et 74,582 + 0,021 = 74,603 m ; on obtient une aire d’environ:2+8 +10+9 + 4,8 =33,8
mesures sur 50, c’'est-a-dire une fréquence de 67,6 %.

Entre les droites d’abscisse 74,582 — 0,014 = 74,568 m et 74,582 + 0,014 = 74,596 m, on
obtient une aire d'environ : 5,7 + 10 + 9 + 0,5 = 25,2 c'est-a-dire une fréquence de
50,4 %.

Entre les droites d’abscisse 75,582 — 0,056 = 75,526 m et 75,582 + 0,056 = 75,638 m, on
trouve les 50 valeurs, c’est-a-dire une fréquence de 100 %.

On retrouve donc approximativement les valeurs théoriques de 68 % , 50 % et 99 %.

3‘2 OUTILS MATHEMATIQUES



Incertitude sur la valeur conventionnellement vraie

Soital'incertitude sur une mesure isolée. On effectue cette me$oisdans les mémes
conditions de maniére indépendante ; l'incertitude sur la moyende cesn mesures

est égale a | A

Jn

Lorsquen devient trés grand, cette incertitude diminue, ce qui signifie que la valeur
conventionnellement vraie, se rapproche de la valeur vraied’ou l'intérét de faire un
grand nombre de mesures.

Théorie des erreurs accidentelles des mesures indirectes

En topométrie, il est fréquent d'effectuer plusieurs mesures directes pour connaitre
notamment une distance, une dénivelée. Ces mesures sont additionnées comme la somme
de dénivelées ou font I'objet de produits comme la distance horizontale et la dénivelée a
partir de la distance inclinée et de I'angle vertical.

Théoréme

Les erreurs sont suffisamment petites pour étre considérées comme des infiniment petits
du premier ordre et permettre de négliger leurs carrés ou leurs produits, c'est-a-dire les
infiniment petits du deuxiéme ordre.

& Enoncé du théoréme

L'erreur sur une fonction de plusieurs variables est la différentielle totale de la fonction,
les différentielles des variables représentant les erreurs sur celles-ci.

& Démonstration de ce théoréme
On note F =1X, Y, 4 ou F inconnue est donnée en fonction des mesures diXeteg
On note &, dY, dZ les erreurs des variabl¥sY, ZOn a :
F+dF=fK+dX, Y+dY,Z+ d2)

En développant par la formule de Taylor, on obtient :

2 2
F+df =X Y2+ D+ Dorr .+ Sp + Do+ +9Ep, e S pr v
En négligeant les termes de second ordre, on obtient :

F+dF=f(X,Y,d + f'y.dX+f,.dY+f,.dZ

Dot : | dF=f'y.dX+f,.dY+f,.dZ
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On remarque que l'influence d’'une erreur sur le résultat est indépendante de I'influence
de toutes les autres erreurs. En effet, 'influence de I'erdé¢sudle résultat estf. dX,
c’est-a-dire la valeur qui représente la variation de la fonction F gGaade seule (d
=dzZ=0).

Loi de composition

C’estlaloireliant I'erreur commise sur le résultat d’'un mesurage indirect d’'une grandeur
aux erreurs commises lors des mesurages directs des grandeurs composantes.

Soit F = f,Y,4 ou F inconnue est donnée en fonction des mesures dikecreZet
dX, dY, dZ qui sont les erreurs sur les variab¥sY, Z Le théoréeme du paragraphe
12.3.6.1. donne : d&f'y.dX + f',.dY + f',. dZ

En pratique, cette formule sert généralement a calculer I'erreur systématique dF sur F si
dX, dY, dZ représentent les erreurs systématiques respecties¥i& ; les produits
f'y.dX, f'y.dY et f',. dZ sont les erreurs partielles qui résultent de I'erreur commise sur
une grandeur composante. Lorsque les erreurs systématiques ont été éliminées, l'incerti-
tude de mesurage sXirpar exemple, est accidentelle ; elle obéit au hasard, elle est tantot
positive, tantdt négative, et aprés étude de I'instrument utilisé on connait son écart type
o, ; de méme, on connadt, eto,. Considérons les déterminations suivantes de F :

F, = (X, Y,Z)
F, = 1(X,.Y,.Z2)
F, =X, Y,Z)

Les variables aléatoire§, X,, ..., X, suivent la méme loi puisque ce samhesures de la
méme grandeur. Il en va de méme péury,, ... Y, et pourZ;, Z,,... Z,.

Soit dF;, dF,, ..., dE les erreurs accidentelles vraies (inconnues) commises dans les
mesures. On démontre que pour un trés grand nombre de mesuesslgnt vers

dF’
linfini), 'erreur moyenne quadratique ou écart typede F vaut op = zn—' .

Or dFk =f',.dX + f',.dY, + f',.dZ ; en élevant au carré et en faisant la somme puis en
divisant pam, il vient :

2 2 2
29 (107 24 (1 L: ety L: -

n n

ax [dy; dy;[dZ, dz X
+2f, O’y nl L+ 2f Y, % +2f 0y Z%
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dX;[dY;
Les doubles produits de la forn% sont des quantités petites.

De plus, le signe des termeX.dY, ne peut étre précisé puisqu¥; cet dv; sont des

erreurs accidentelles ; la somméX;.dY; est donc composée de termes de méme ordre

de grandeur dont les signes sont distribués au hasard et dont, par conséquent, la somme
a tendance a s'annuler (en probabilité). En revanche, les termes de laZxfreent

IS dx?
tous positifs ; par définition - . estl'écart type de la mesur.

On peut donc négliger les doubles produits par rapport aux termes quadratiques, d'ou :

o= (f' )20+ (f)2o2 + (f)202

Précision d’un instrument de mesurage

Dans le paragraphe précédent nous avons vagest I'écart type de la mesure directe

X aprés étude de I'instrument. En effet, nous n’allons pas réiténeisures d&, deY,

deZ etc. pour en déduire leur écart type. Les écarts types choisis caractérisent la précision
de I'instrument de mesure utilisé ; le constructeur étudie I'instrument en effectuant un
certain nombre de mesures (comme réalisé au paragraphe 12.3.4.) dans des conditions
précises et normalisées par exemple par les ndbitne48723

Par exemple, pour les théodolites, le constructeur effectuera quatre séries de mesures par
différentes conditions météorologiques ; une série de mesures comprendra trois groupes
de mesures a des distances comprises entre 100 et 250 m ; les visées sont voisines de
I'horizontale ; dans chaque groupe on pratique cing mesures de direction en position | de
la lunette et cing en position Il ; on fait tourner le cercle gradué entre chaque groupe de
mesures d’environ 67 gon pour les théodolites optico-mécaniques, on le fait tourner sur
son embase d’environ 133 gon ou on change sa position sur son trépied dans le cas de
théodolites électroniques, etc.

Aprés plusieurs années d'utilisation, le topomeétre détermine lui-méme la précision pra-
tigue de son instrument : « I'écart type pratique » pourra alors étre deux a trois fois
supérieurs a « I'écart type constructeur » (précision deux a trois fois moins bonne). Par
exemple, pour le Wild T2, le constructeur dorme= = 2,5 dmgon sur une visée ;
usuellement on admet =+ 5 & 6 dmgon.

Les écarts types suivants sont donnés par les constructeurs pour les appareils les plus
courants :

. théodolites : écart type sur la direction horizontale et sur I'angle vertical ;
. hiveaux : écart type d'un cheminement avec double nivellement sur 1 km ;

. distancemetres : écart type sur la distance inclinée suivant la visée, en millimétre et
ppm (partie par millions ou mm par km).
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Ecart type d’une somme algébrique

Soit la fonction : F =X + Y — Z.On remarque que . ,f=f',= — f',= 1. Donc la loi de
composition donneg;? = g,? + 0,*+ 0,%; d'ou :

0. = .o+ 0y + 0

Quand les termes de la somme algébrique ont la méme prézisihy an termes :

0. =0.J/n

Ecart type d’un produit

Soit la fonction : F X.Y;ona:f,=Yetf,=X.
Donc :0;% = 0% Y2+ 0%, X? soit] g = [G2Y? + o3 OK?

Ecart type d’un produit de fonctions

Soit la fonction F = 1) . g(Y), la dérivée de F par rapporkast f, . g(Y). De méme, la
dérivée de F par rapportyaest g, . f(X).

Dou: | o2= ()% (g(N)%. o + (dy)2 (f(X)2 o4,

Exemple: pour F =X.sinY on obtiento? = g?,. sirY + 0?,. X?. cosY.

Applications

Triangulation

Dans cet exercice, nous étudions I'erreur de fermeture angulaire de 484 triangles de
I'ancienne triangulation de la France. On a obtenu :

. 243 erreurs de fermetures positives ;

. 241 erreurs de fermetures négatives ;

. la somme des erreurs positives est égale a 1 614,4 dmgon ;
. la somme des erreurs négatives est égale a 1 611,2 dmgon.

La répartition est donnée par le tableau suivant : par exemple, 34 erreurs négatives sont
comprises entre 10 et 15 dmgon.

Odmgon | 5 | 10 | 15 | 20 [ 25 [ 30
+ 105 84 40 9 3
- 103 86 34 13 3
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Pour représenter graphiquement cette répartitign
(fig. 5.78.), on porte sur un axe horizontal les
divisions —30 dmgon, -25, ..., 0, ..., + 25, + 30
dmgon et on construit sur chaque base un rec- 86
tangle ayant pour hauteur le nombre des erreurs :
la surface de ces rectangles est donc proportion-
nelle au nombre des erreurs.

Enoncé

Déterminez la courbe laissant des aires égale
I'intérieur et a I'extérieur de chaque rectangle| 34
L'écart type est de 8,5 dmgon (on ne peut |
calculer ici car on n'a pas les écarts exacts mais
des «fourchettes d’écarts » : on obtiendrait 13
8,7 dmgon en prenant les écarts moyens : 2,5; -
7,5;12,5;17,5; 22,5; 27,5 dmgon). Vérifiez
graphiquement que l'aire encadrée par les ‘

droites d’'abscisse + 8,5 et — 8,5 mgon est de 85 g
68 % et qu'il reste 16 % de part et d’autre.

Réponse

L'aire délimitée par la courbe (fig. 5.78.) est de 2420 uhités

84
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Fig. 5.78. : Exercice

L'aire comprise entre I'axe des abscisses, les droites d’abscisse — 8,5 et + 8,5 mgon et
la courbe est de 68 % (1640 unftgs

Les droites d’abscisse — 8,5 et + 8,5 mgon ne passent pas exactement par les points
d’'inflexion de cette courbe car, le nombre d’essais étant petit, la courbe n’est pas
exactement identique a la courbe théorique.

Résolution de triangle

Enoncé

Dans un triangle de sommets A, B, C et de cOtés opposés respedtiét ¢, on
connait :

. C =265324m;
. A =585287gon;
. B =658652gon;
. 0 =5dmgon;

. 0z =5dmgon;

. 0, =12cm.

Déterminez I'écart type sur les coséstb, calculés a partir des données précédentes.
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Réponse N
Les relations suivantes donnengtb:a = ¢ % eth = ¢ %
sin(A + B) sin(A + B)

On obtient donc, aprés simplifications :

(Ua)2 _ |:Gc . STAAJ +[c QSIEBA JAJ J{C SinALCos(A + B) aé} .
sin(A + B) sin“(A+ B) sinz(/A\+/B)
On obtient une relation identique pagyen permutanﬁ B

Application numérique o, = 10,4 cm et, = 11,2 cm.

Le terme prépondérant est ici I'écart type de mesurage de la. lFaisalement, on peut
écrire :

a=2274,88mt 10 cm ;b =2459,23mt 11 cm ;C = 75,6061 gon 7 dmgon.

Nivellement trigonométrique

Enoncé

La dénivelée entre deux points A et B a été mesurée par nivellement trigonométrique.
On connait o, = 2 cm ,0,, = 2 mgon e, = g, = 5 mm.

Déterminez I'écart type sur cette dénivelée.

Les observations sont les suivantes :

Stations Points visés D;(m) V (gon) h,(m) AH
A(h=1,530m) B 325,620 98,9542 1,600 5,279
B (h, =1,559m) A 325,582 101,0250 1,600 5,283

Réponse

L'écart type sur la dénivelée est déterminé comme suit :

. dénivelée de AversBAH, ,=Hg;—H, =ht+Di.cos/—hr
(Opya_p)? = (0,) 2+ (0y.c0%) 2 + (Di. sinV. g,) 2 + (0,) > = 12,4 mm.
. dénivelée de B vers A : méme calcul avec les valeurs lues en station en B :
Opygop = 12,4 mm.
. dénivelée moyennetH,; = (AH, 5 —AHg ,)/2et@,)=12,4//2 =9 mm.
Le terme prépondérant de ces incertitudes est I'écart type sur la lecture angulaire de
I'angle zénithal.
Finalement, on peut écrirAH,; = 5,282 mt 9 mm.
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Polygonation

Enoncé

Un opérateur effectue une polygonation pour laquelle la précision exigée est :

angle donnés & 2 mgon pres.
précision relative en distance : 1/5 000.

L'opérateur ne dispose que d'un théodolite dont I'écart type constructeur sur une visée
est de 3 mgon et d'un ruban de 100 m de classe Il et d’écart type 2 cm.

Déterminez combien de fois il lui faudra réitérer chaque mesure d’angle et de distance
pour obtenir la précision exigée, la distance entre sommets étant de 80 m. Méme
guestion avec un ruban de 50 m de méme écart type.

Réponses

Un angleHz est issu & chaque sommet de deux lectures angulaires effectuées avec
un écart type de 3 mgon. L'écart type sur la mesure d'un angle est donc/@e 3 .

= 4,2 mgon. Pour obtenir un écart type de 2 mgon, il faut répéter cing fois, 2

/ 22) la lecture de chaque angle, donc il faut dix lectures angulaires par station ou
par exemple cing paires de séquences.

Pour une distance moyenne de 80 m entre sommets, I'écart type autorisé est de (80
/5 000) soit 1,6 cm. Avec un ruban de 100 m et d’écart type 2 cm, il faut répéter
chague mesure linéaire deux fois’( 2,6).

Si le ruban est limité a 50 m, chague mesure demande deux portées, I'écart type de
chaque mesurage est donc de /2. = 2,8 cm, valeur a laquelle il faut théorique-
ment ajouter une erreur d’alignement. Il faut alors répéter chaque mesurage trois a
quatre fois (2,8 1,6).
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